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CALCUL INTEGRAL 

APPLICATIONS GEOMETRIQLES 
DE LA THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 



CHAPITRE I. 

fiTUDE DES GOURDES QUE L'ON PEUT TRACER 
SUR UNE SURFACE DONNfiE. 



I. — De rindicatrice. 

Nous avons appele indicatrice en un pointM d'une surface 
la courbe semblable a la section faite dans la surface par un 
plan parallele au plan tangent en M, men6 a une distance 
infiniment petite de ce plan, le rapport de similitude etant de 
Tordre de la racine carr^e de cette distance. 

Cherchons Tequation de I'indicatrice au point M d'une sur- 
face dont les coordonnees rectangulaires sont a?, y^ z, Soit 
toujours 

dz . _ dz _ d^z _ d^z d^z 

^ dx^ dy* ~~ dx^^ ~" dxdy^ ~~ dy^^ 

L. — Traite d' Analyse, VII. i 
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I'equation dii plan tangent eti'M sera 

.Zp5 = ;,(X-^)-H^(Y-7), 
et r^quajioiidr^un plan parallele infiniment voisin 
(I) •;.:•'••.••'■ ' Z-z=p{_TL-x)^q(,Y-y)^h. 

• •••';**. 

•^ •/X'ifiquation de la surface peut, en verlu de la formule de 
l '. • Taylor, se mettre sous la forme 

Son intersection par le plan (i) aura pour projection sur le 
plan des ^, y une courbe representee par I'^qualion 

si Ton remplace ——=- par ;, , par?) et si Ton fait tendre h 

^ih sjih 

vers z^ro, on aura 

c'est r^quation de la projection de Tindicatrice, suppos^e 
plac^e dans le plan tangent en M. On suppose ordinairement 
le centre de I'indicatrice place au point M; les Equations de 
cette courbe sont alors 

^ ^ I i:i=:r(X — a7)2-r-25(X — a7)(Y— 7)-f-i(Y— 7)2, 

et la premiere n'est autre que celle du plan tangent en M. 

Remarque I. — La section dUine surface par son plan 
tangent presente un noeud au point de contact, les tan- 
gentes au noeud sont les asymptotes de Vindicatrice, 

En effet, si I'on coupe la surface (2) par son plan tangent 
en x^ y^ z dont I'equation est la premiere Equation (3), on 
trouve, pour I'equation de la projection de Tintersection, 

o=\[r(X-xy^.is(JL-x){Y-y)-r-t{Y-yY]-^,.r. 
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le point (^,jk) de celte courbe est un noeud, dont les tangentes 
sont precisement representees par le terme de degre le moins 
eleve egale a o, a savoir par I'equation 

C'est I'^quation des asymptotes de rindicatrice (3). 

Remarque II. — L'lndicatrice est, comme on Ta deja dit, 
une conique, du moins quand r, s, t ne sont pas mils a la fois. 
Si r, Sy t sont nuls, en construisant une courbe semblable a 
la section parallele au plan tangent, on peut encore, en choi- 
sissant convenablemenl le rapport de similitude, obtenir une 
courbe de dimensions finies, en general du troisieme degr^, 
que nous appellerons encore pour le moment indicatrice. Le 
plan tangent coupe alors la surface suivant une courbe a 
noeud, dont les tangentes sont encore les asymptotes de I'in- 
dicatrice du troisieme degr^ ou de degre superieur dont il 
vient d'etre question. 

La demonstration de ce fait est en tout point semblable a 
celle que nous venous de faire. 

Pour terminer ces notions sur Tindicatrice, nous ferons 
encore observer que, si une surface estdonn^e par une equa- 
tion de la forme 

et que Ton fasse 

^1-f ^1-f ^1-f 
dx ^-^'^ dy ~-^'' dz ~'^^' 

les equations de I'indicatrice en x^y, z seront 

(4) J/ll(X-^)«^-/„(Y~7)^-f-/33(Z-^)2^-2(Y-7)(Z-^)/23 

la premiere d'ailleurs n'est autre que celle du plan tangent. 
En effet, requation/(X, Y, Z) = o de la surface peut s'ecrire, 
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en vertu de la formule de Tajlor, en observant que/(a;.y^ z) 
est nul, le point (x, y, z) etant sur la surface, 

o = /i(X-ar)-+-/2(Y-7)-+-/3(Z-^) 
rintersection par le plan 

parallele au plan tangent et infiniment yoisin de ce plan, est 
donn^e par la formule 

2 A =/it(X - ^)2 -f-. . .-+- 2/„(Z - ^)(Y -7) -4-. . . . 

Les Equations (4) sont ^videmment celles d'une courbe sem- 

blable, le rapport de similitude ^tant -7^--» pour h=o. 

Done, etc. c. q. f. d. 

Les asymptotes de Tindicatrice ont alors pour equation 

o=/ii(X-;r)2 -+-... -+-2/23(Z-z)(Y -7) -h.... 

Parmi les tangentes en un point d^une surface, il y en 
a qui ont un contact d'ordre superieur : ce sont les asym- 
ptotes de Vindicatrice, 

• 

En effet, si Ton coupe la surface 

/(X,Y, Z) = o 
par la droite 

X = 07 -hap,- Y = j^4-pp, Z = 5-i-Yp, 

qui passe par le point (^, y, z) de la surface, et dont les 
cosinus directeurs sont a, j3, y, on trouve I'equation en p 

/(^,7>^)+p(a/i-+-P/2-+-Y/3) 

p2 

+ — (aVii + . . .4- 2pY/23 -4- . . .) -^ e = o, 

e designant un terme du troisieme ordre. Ov f{x, y, z) est 
nul; si Ton suppose que la direction a, j3, y est dans le plan 
tangent, le terme en p est nul; enfin, si Ton suppose que la 
direction a, p, y soit celle d'une asymptote de I'indicatrice, 
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d'apres ce que Ton vient de voir, le coefficient de p^ sera 
nul, et I'equalion qui donne p aura trois racines nulles; les 
asymptotes de Tindicatrice rencontrent done la surface en 
trois points confondus; elles sont done osculatrices de la 
surface, ce qui leur a fait donner le. nom de tangentes 
inflexionnelles . 

II. — Des conrbes conjnguees. 

Deux families de courbes tracees sur une m^me surface 
sont dites conjuguees, lorsqu'une courbe de la premiere 
famille coupe toujours une courbe de la deuxi^me famille en 
un point tel que leurs tangentes en ce point soient des dia- 
metres conjugu^s de I'indicatrice. Deux families de courbes 
conjuguees forment un reseau conjugue, 

Cherchons la condition pour que deux families de courbes 
soient conjuguees. Soient dx, dy, dz les projections d'un 
d^placement effectue a partir du point (^, y, z) sur une 
courbe de la premiere famille ; 8^, 8y, 8^ les projections sur 
les axes d'un deplacement effectue a partir du m^me point 
(^, jK, z) sur une courbe de la seconde famille. Pour que les 
deux directions dx^ dy, dz et 8^, 8y, hz soient conjuguees, 
il suffit que leurs projections le soient par rapport a la pro- 
jection de Tindicatrice sur le plan des xy, or, si I'on se rap- 
pelle Tequation de I'indicatrice donnee au paragraphe pre- 
cedent 

les directions en question seront conjuguees si I'on a 
(i) rdx^x-\-s{clx^y-+-dy^x)-htdyfy = o. 

En general, I'equation d'une famille de courbes sera rdduc- 

tible a la forme 

^(x,y, z, a) = o, 

a d^signant une constante arbitraire; I'eiimination de a et 
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de z entre cette Equation, r^quation de la surface el Tequa- 
tion 

donne une relation entre x, y^ dx et dy^ d'ou Ton conclut le 
rapport ~\ en remplagant dans (i) ^ P^'^ ^^ valeur, on 
obtient une equation de la forme 

G 8a7 -I- H 8^ = o, 

qui est celle de la famille conjuguee. 

Parmi les reseaux conjugues que Ton peut tracer sur une 
surface, on distingue : 

1° Les lignes asymptotiques, tangentes en chacun de leurs 
points aux asymptotes de Tindicatrice. Leurs Equations diffe- 
renlielles s'obtiendront en ecrivant que les directions dx^ dy 
et 8^, 8^ coincident; la formule (i) devient alors 

(2) r dx^ -^is dx dy -f- t dy^ = o. 

Telle est I'^quation differentielle des asymptotiques ; ces 
courbes ne sont r^elles que si Ton a rt — s'^<^o. Si Ton 
observe que Ton a 

d^z = p d'^x -\- q d^y -f- r dx^ -\- is dx dy -\- t dy^, 

la formule (2) s'^crira 

— d^z ~-p d^x -\- q d^y = o ; 

elle exprime que la direction d^x, d^y, d'^z de la normale 
principale est perpendiculaire a la direction p^ q^ — 1 de la 
normale a la surface; done le plan osculateur est perpendi- 
culaire a la normale a la surface. Ainsi : 

Th^oreme. — Les asymptotiques sont caracterisees par 
ce fait, que leur plan osculateur est tangent a la surface. 

2° Les lignes de courbure sont des lignes tangentes en 
chacun de leurs points aux axes de Tindicatrice; ce sont des 
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lignes conjuguees orthogonales ; on obtiendra leurs Equations 
en ecrivant que, non seulemenl I'dquation (i) a lieu, mais 
encore la suivanle 

dx Zx -r- dy ^y -r- dz oz =0 
ou 

dx ox -4- dy ^y -r- {p ox -i- q ^y ) (p dx -+- q dy ) — o, 

c'est-a-dire 

dx ox {i -T~ p^) -h dyoy(i^ q^)-^pq{Zxdy -h oy dx) = o. 

Si, entre cette equation et(i), on elimine le rapport j^> on 

ox 

trouve Tequation des projections des lignes de courbure sur 
le plan des xy^ 

— r dx [{i -r~ q^) dy -\- pq dx^ 

-^ s \ dx[{\ -^p^)dx -^pq dy] - dy[(i -+- q^)dy -\-pq dx]\ 

-i- tdy\{i -^ p^)dx -\- pq dy] — o 
ou 

dy^[pqt — {i-^q^^s] 

-^dxdy[{i-^p^)t — {\-\-q^)r] — dx^ [pqr — (i'+-p^)s] = o. 

On aurait obtenu la meme equation en eliminant -~ : cela 

se comprend a prior^i, I'equation obtenue devant donner un 
reseau de courbes. 

Les lignes asymptotiques ont ^videmment pour bissectrices 
les lignes de courbure. 



III. — Theoremes de Dnpin et de M. Reina sur les lignes 

conjuguees. 

Considerons un plan tangent en x, y, z k une surface quel- 
conque : T^quation de ce plan sera 

(I) Z-zr=p(X-x)-r-q(Y-y), 

p et q designant, conformement a i'usage, r- et ^ • Suppo- 
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sons que le point de contact (^,^', z) se ddplace infinlmentpeu 
sur la surface de la quantite dx, dy, dz : le plan tangent se 
deplacera, et I'equation du plan tangent infiniment voisin 
poiirra ^tre remplac^e par la differentielle de (i), k savoir 

— dz = — p dx — q dy -r-{X — x)dp -^(Y —y)dy 
ou 

(2) o = {IL — x){r dx -^ s dy) -i-(Y —y){sdx-^ t dy)^ 

r, Sj t designant les derivees secondes de z. Les equations 
(i) et (2) sont celles de Tintersection dedeux plans tangents 
infiniment voisins : ce sont les equations de la generatrice 
dUine developpable circonscrite a la surface suivant V ele- 
ment de courbe dx, dy^ dz]{i) est I'equation de la projection 
de cette generatrice siir le plan des xy\ les coefficients direc- 
teurs de cette projection sont rdx + sdy et — {sdx -h tdy). 
Si Ton prend pour plan des xy le plan tangent en x, y, z et 
pour plan des xz et des ^5 les sections principales, les coeffi- 
cients directeurs seront rrfj: et — tdy, en sorteque latangente 

T* dx 

de I'angle que fait la generatrice avec I'axe des x est — -^; 

le produit de cette tangente par^, tangente de Tangle que 
la direction dx, dy de la tangente a la courbe de contact fait 
avec I'axe des a:, est — - ; done , I'equation de I'indicatrice etant 
rX^ -f- ^Y^ =r= I , on pent dire que : 

Th^oreme de Dupin. — Si une developpable est circon- 
scrite a une surface, la generatrice qui passe en un point M 
de cette surface est conjuguee de la tangente en M. d la 
courbe de contact par rapport a Vindicatrice. 

II resulte de la que, si I'on circonscrit une suite de develop- 
pables a une surface, les courbes de contact et les courbes 
tangentes aux generatrices des developpables seront des 
courbes conjuguees. 

Reciproquement, si Con considere deux systemes de 
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courbes conjuguees sur une surf ace ; si, tout le long dUine 
courhe du premier systeme, on m^ne des tangentes aux 
courbes du second systeme, ces tangentes formeront une 
dheloppable circonscrite d la surface. 

En effet, nous allons prouver que, le long de la courbe du 
premier systeme, on peut circonscrire une d^veloppable a la 
surface •, cette developpable existant, les tangentes aux courbes 
conjuguees ne pourront ^tre que ses generatrices. Pour 
prouver cette assertion, nous observerons que les plans tan- 
gents, lout le long de la courbe en question, enveloppentune 
developpable qui touche la surface, puisqu'elle a m^me 
plan tangent que cette surface au point ou elle est touch^e 
par son plan tangent. 

Pour que la courbe de contact d'une developpable circon- 
scrite a une surface soit I'arete de rebroussement de la deve- 
loppable, il faut que la g^neratrice de la developpable soit sa 
propre conjngu^e ; elle doit done etre une asymptote de Tin- 
dicalrice; la courbe de contact doit done elle-m^me 6tre une 
%ne asymptotique, et Ton voit d'ailleurs que les tangentes a 
uneligne asymptotique forment une developpable circon- 
scrite a la surface : il est bon d 'observer que les tangentes aux 
ssymptoliques ont un contact d'ordre superieur avec la sur- 
face, en sorte que, dans le cas qui nous occupe, la developpable 
circonscrite Iraversera la surface et sera osculatrice (p. 4)- 
llresulte de la que les tangentes a une courbe quelconque 
tracee sur une surface, bien que tangentes k la surface, engen- 
dreront une developpable, coupant la surface sans la toucher, 
sorte de paradoxe qui s'explique en observant que le plan 
passant par deux tangentes consecutives n'est pas necessaire- 
ment un plan tangent. 

Pour faire une application tres simple du theoreme de 

Dupin, considerons une surface quelconque S et une droite 

D ; par cette droite, faisons passer des plans P et circonscri- 

vons a la surfaces des c6nes C ayan t leu rssommets sur la droite 

D, Ja courbe J d'intersection de S et P rencontrera la courbe 

de contact K du cone G et de la surface en un point M et les 
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tangentes aux courbes J et K en M seront conjuguees. Ainsi 
les courbes de contact R et les sections planes J sont des 
families de courbes conjuguees. Cette remarque a 6t6 faite 
par M. Koenigs. 

Le theoreme de Dupin met en evidence ce theoreme remar- 
quable : 

Un systeme de courbes conjuguees reste encore conjugue 
si Von soumet a une transformation homographique ou 
par polaires reciproques la surface sur laquelle elles sont 
tracees. 

En effet, considerons une surface S et sur cette surface une 
serie de courbes C; menons en chaque point de Tune des 
courbes C le plan tangent a la surface : les plans tangents 
engendreront une d^veloppable D dont les generatrices seront 
conjuguees des tangentes a la courbe C. Si Ton effectue une 
transformation homographique, a la surface S correspondra 
une surface S', aux courbes C correspondront des courbes Ql 
et aux developpables D des developpables D'; aux generatrices 
de D correspondront les generatrices de D' et, par suite, aux 
conjuguees de C les conjuguees de C^ 

Si, au contraire, on effectue une transformation correla- 
tive, S se changera en une surface S^'; aux courbes G cor- 
respondront des developpables D" circonscrites a S''; aux 
developpables D correspondront des courbes C"; les genera- 
trices de D^' seront conjuguees des tangentes a G' et seront 
les tangentes des courbes conjuguees de G' \ done, etc. 

II r^sulte de la que, les lignes asymptotiques etant leurs 
propres conjuguees, une transformation homographique ou 
une transformation correlative etant effectuee sur une surface, 
les asjmptotiques de la transformee seront les transformees 
des asymptotiques de la proposee. 

Theoreme de M. Reina. — Soient o et o' deux points 
injiniment voisins pris sur une surface, la perpendicu- 
laire commune aux normales en o et o' a la surface a 
une direction conjuguee de celle de V element oo'. 
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Ea effet, rapportons la surface a son plan langent en o 
pris pour plan des jtk, prenons pour autres plans coordonn^s 
les sections principales relatives au point o. La normale au 

point o', dont nous appellerons les coordonn^es Xy y^ z^ aura 

pour equations 

p ~ q ~ -I ' 

p, q designant -7- J —j et la direction de la perpendiculaire 

commune a pour coefficients directeurs — ^i Pi ^> niais en 

appelant ro,So^= o, to les derivees secondes de z pour ^ r= o, 

Y= 0, on a 

p = rox-h. . .J q = tQjr-^.. ., 

le coefficient anguliaire de la plus courte distance est done 
— —', ce qui montre bien que la direction de cette plus 



courte 



y 



distance est conjuguee de la direction — de I'^le- 



ment oo'. (Academic de Naples, fevrier 1890.) 



IV. — £tade particnliere des lignes de conrbure. 

Elant donn^e une surface, cherchons sur cette surface le 
iieu des points tels que les normales a la surface menees par 
ces points forment une surface d^veloppable ou, ce qui revient 
au m^me, cherchons le lieu des points tels que les normales 
a la surface menees par deux points infiniment voisins du lieu 
se rencontrent (en n^gligeant les termes infiniment petits 
a ordre sup^rieur). 

Soient Xy y^ z les coordonnees d'un point du lieu -r- ^=p-i 

^"^5^' d^"^^' 3^=^' ^"^ Les equations de la 
Dormale en x^y^ z k la surface sont 

( X — x-{-p{Z~z) = o ou P = o, 
Y — y-hq{Z — z) = o ou Q = o; 
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les equations de la normale au point infiniment voisin x -\- dx^ 
y-h dy, z -\- dz du lieu cherche sont 

P -+. t/P = o, Q -+- c?Q = o 

et peuvent ^tre remplacees par 

dP =o, d(i=o 
ou par 

j dx -r- p dz — dp{Z — z)^o, 
( dy -h q dz — dq(jL — z) = o. 

Pour exprimer que nos deux normales se rencontrent, ilfaut 

eliminer X, Y, Z entre (i) et (2) ou Z — z entre (2), ce qui 

donne 

{^dx -\-p dz)dq — {dy -\- q dz)dp =0. 

En remplagant dz par/? dx + q dy, dp par r dx + s dy et dq 
par s dx -h t dy^ on trouve 

[{\-^p^)dx -\' pq dy]{s dx -^ tdy) 

— [(i-i- q^)dy -^ pq dz](r dx -h s dy) = o 
ou 

(3^ \ dy^pqt-sii-^q^)] 

( -h dxdy[{i-^p^)e — {i -t-^')r] —dx^[pqr — s{i -H jf?*)] = Of 

cette equation est identique avec celle que nous avons trouv^^ 
plus haul pour les lignes de courbure, c'est-a-dire pour l^^ 
lignes tangentes en chacun de leurs points aux axes de Vindi" 
catrice. D'ailleurs, si Ton prend le plan tangent en x^y, z ^ 
la surface pour plan des xy^ les sections principales pour 
autres plans de coordonn^es, on aura /? = o, gr = o, s = 0] 
I'equation (3) deviendra 

dx dy(t — r) = o 

et se decomposera en dx = o, dy = o; ce qui montre que 
les lignes dont nous nous occupons sont bien tangentes aux 
directions principales, c'est-a-dire aux axes de I'indicatrice, 
pourvu toutefois que t — r ne soit pas nul. Or t et r dans le 
sjsteme d'axes adopte sont les courbures principales au point 
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considere et alors, si r — t = 0j ce point est un ombilic. Nous 
reviendrons tout a Theure sur ce cas. 

De I'analyse precedente iJ resulte que I'on peut encore 

definir les lignes de courbure, comme on le fait souvent, en 

disant que ce sontdes lignes tracees sur la surface et idles 

que les normales a la surface menees par les points de ces 

lignes forment des surfaces developpables. 

A ce point de vue, si I'on suppose que le point (^, y^ z) 
soil un ombilic, on a (p. 4^2, t. II) 



;' 



c- 



S 



I -f- q^ pq 1 -r-p 



2 



el Tequation (3) des lignes de courbure se reduit a o = o. 

On a cru pouvoir en conclure que par tout ombilic il passe 

une infinite de lignes de courbure, et cela d'autant mieux que, 

en un ombilic, toutes les directions tracees sur la surface sont 

des axes de I'indicatrice; mais cette conclusion est erron^e, 

aumoins en general. De ce que, en un ombilic, les coefficients 

de rfj;2^ ^yi qx^ dxdy dans (3) sont nuls, il faut seulement 

d'\t 
en conclure que -^ y est mal determine par I'equation (3), 

et cela tient a ce que, pour obtenir inequation (3), on a neglig6 
desinfiniment petits, negligeables en general, mais non pas 
dansle cas actuel. 
Reprenons done nos calculs ei exprimons que la normale 

X — a? -h/?(Z — z) = ou P =0, 
Y — j^4- <7(Z — z) = ou Q=o 

rencontre la normale 

P -T- AP = o, 

Q_^AQ=o; 

ces deux derni^res equations peuvent 6tre remplacees par 

AP = o, AQ = o 
ou 
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c'est-a-dire par 

dx -r- p dz — (Z — z)dp -f- \[idp dz -h p d^z — (Z — z)d^p^ = o, 

ou 

dx -\- p dz -^ dp dz-\- \p d^z — (Z — z){dp -i-jd^p) — o, 

dy -,- q dz -^ dq dz '^- \ q d^z -- (Z — z){dq -f- \ d^q) — o; 
la condition de rencontre devient alors, en ^liminant Z — s, 

{dx -^ p dz -\- dpdz -^\p d^z)(dq — | d^q) 
= {dy -r- q dz -^ dq dz -\- \ q d^z){dp -\- \ d^p). 

Or, si nous nous plagons en un ombilic, les termes du 
deuxi^me ordre sont nuls [en les conservant seulement, on 
retrouverait I'equation identique (3)] et, en conservant les 
termes du troisieme ordre, on a 

\(dx -^ p dz)d^q -^ dq{dp dz -^ \p d^z) 
= \ (dx -r- q dz)d^p -r- dp ( dq dz -{- { q d^z). 

En remplagant dz^ d^z, dp^ dq, d^p^ d^q par leurs valeurs 
en fonction de dx et dy^ on obtient une Equation du troi- 
sieme degre en -^> ce qui montre qu'en g^n^ral il ne passe 

que trois lignes de courbure par un ombilic. Toutefois, cette 
derniere conclusion pent encore tomber en d^faut : I'^quation 

du troisieme degr^ qui donne ^ pouvant elle-m^me devenir 

illusoire, il faudrait alors prendre un terme de plus dans les 
d^veloppements de AP et AQ, et ainsi de suite; il est done 
tout a fait impossible de dire a priori combien il passe de 
lignes de courbure par un ombilic. 

V. — Continuation du meme snjet. 

Lorsque la surface dont on veut trouver les lignes de 
courbure est donn^e par une equation non resolue de la forme 

f{x,y, z)=o, 
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on pent obtenir comme il suit I'^quation differentielle de ces 
lignes, soil 



/. = 



dx 



f - ^'f 



f ^^f 



Ics equations de la normale en x^y, z k la surface sent 

X — X _ Y — y _ Z — z ^ 

A /i /s 

les equations de la normale infiniment voisine sont 

X — X — dx _ Y— X — dy _ Z — z — dz ^ 
fx-^dfT ~ fx-^df^ - fz-r-df^ '' 

en exprimant que ces droites se rencontrent, ou que leur 
plus courte distance est nulle, on a 



dx dy dz 

f\ fi fz 
dfi dfi dfz 



— o. 



C'est Tune des equations des lignes de courbure, I'autre est 
f= o; on pent, si Ton veut, Tecrire 



dx dy dz 

/i fi fi 

/ii dx -h/ii dy -+-/13 dz ... 



=^0; 



elle est alors du second degr^ en dx^ dy, dz. Si Ton suppose 
y= o{x, y) — 2, elle devient 



dx dy p dx -r- q dy 

p q —\ 

r dx -\- s dy s dx -\- t dy o 



= o, 



et, en developpant, on retrouve T^quation (3) du paragraphe 
precedent 



C3) 



dy^[pqt-s(i-\-q^)] 

-\-dxdy[(i-i- p^)t — {i-^q^)r\ — dx^[pqr — 5(1 H-/?')] = 0. 
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En general, les lignes de courbure forment una famil 
unique; pour qu'elles forment deux families distinctes, il e 
necessaire qu'en r^solvant Tcquation pr^c^dente par rappo 

a -^ la quantite placee sous le radical soil un carre, e'es 

a-dire que Ton ait une certaine relation entre /?, q, r, 5, 
que nous n'ecrirons pas a cause de sa complication et qui e 
Tequation aux deriv^es partielles d'une classe particulie: 
de surfaces. 

Annulons le coefficient de dy^ dans (3); nous auroi 
I'equation differentielle d'une classe de surfaces ayant i 
systeme de lignes de courbure situees dans des plans para 
l^les et un second systeme distinct du premier 

pqt — s{\-^q^) = o. 

Nous rencontrerpns cette equation plus loin et nous Tinl 
grerons. 

VI. — Theoreme de 0. Rodrigues. 

Nous appellerons, avec M. Mannheim; normalie d'une su 
face le lieu des normales a cette surface, menees par tons )< 
points d'une ligne trac^e sur cette surface. Une normal 
developpable sera alors le lieu des normales a la surfa( 
menses par les points d'une ligne de courbure. 

Soient x^ y^ z les coordonndes rectangulaires d'un poir 
d'une surface; a, p, y les cosinus directeurs de lanormale e 
ce point : cette normale fait partie de deux normalies deve 
loppables. Soient X, Y, Z les coordonnees du point ou ell 
louche I'ar^te de rebroussement d'une de ces normalies ; so 
enfin ). la distance des points {x^y^ z) et (X, Y, Z). On aui 

(i) X = ar-HaX, Y=7-+-pX, Z^^-^yX, 

et le point (X, Y, Z) s'obtiendra en exprimant que la droil 
representee par ces Equations (i) rencontre la droite infin 
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ment voisine dont les Equations peuvent etre remplac^es par 
les differen tie lies de celles-ci, a savoir 

o~dy~^dk-^-\d^, 
o = <f2 -i- Y c?X -f- X d-^. 

La condition cherchee s'obtiendra en eliminant X, Y, Z, \ et 
fl^enlre (i) et (2) ou en eliminant simplement \ el dX entre 
les equations (2), ce qui donne 

dx{^ (iy — Y ^P ) -H dy{^ dT. — a d^) -v dz((x. d^ — ^doL)=^o; 

cette equation etant supposee satisfaite (et c'est Tequation 
desllgnes de courbure), on deduira de (2), en multipliant par 
^) Pj Y, et en ajoutant, cfk = o] ces formules (2) donneront 
done 

dx _ dy _ dz _ ^ 

d(i~~ d^ d-^ ~~ 

^es relations sont dues a Rodrigues. Laissons-les sous la 

forme 

I dx -h X G?a = o, 
(5) I dy-\~\d'^-=^o, 

\ dz -f- X d^ =0 



ou 



dx-^l(^^ldx-^l^dy-,-^£dz)=r:o. 



dz --Xl -T-- dx 
ox 






En eliminant dx, dy, dz, on a 



(4) 



r doL 
X dx 



da. 

dx X dy 

d^ d'( 

dx dy 

L. — Traite d' Analyse, VII. 



d^ 
dz 

dz 



I 
X 



dj 
dz 



— o. 
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Cette Equation est en realite du second degre; le terme ind^- 

pendant deXest en effet ,; ' ^' ^ [ j nul, puisqu'il existe entre 

a, (3, V la relation a- + p^ -f- y^ = i . Nous allons voir que A 
finest autre chose qu^un rayon de courbure principal, en 
sorte que le lieu des ardtes de rebroussement des normalies 
developpables est aussi le lieu des centres de courbure de 
la surface, et deux nor males infiniment voisines d^une 
ligne de courbure se coupent en un centre de courbure 
principal, L'^quation (4) sera alors une nouvelle forme de 
I'^quation aux rayons de courbure principaux. Calculons done 
A : a cet effet, ecrivons les equations (3) ainsi, 

(5) t/a7-+- Xfl?*^ =o, t/^H-Xfl?*^ =0, dz-^\df^^o, 

en designant par / le premier membre de I'equation de la 
surface,par/i,/2,/3,/n,/i2, « • . , /as ses d^riv^es, et parN 

le radical ^f\ -Y- fl -r-fl- Ces Equations (5) peuvent se mettre 
sous les formes 



on bien 



^,^MN^/;-/^^)^o, ... 






ou enfin 



i-y^ -^ f\\\dx -\- f^^dy -\- f^^dz — f^ T ~ ^' 
ft^dx-^-i^ -^ f^^dy -r- ftzdz — f^ "N" ~ ^' 

f%\dx-\-f^^dy-\-\^ -^f^Adz—fz ^ = o» 

et comme 

fidx-^fidy-\-fzdz = o, 

on deduit de la, en ^liminant dx^ dy^ dz et -j^> I'^quation ( 1 4) 

de la page 437 (IP Volume), dans laquelle R est remplac^ par 
X, ce qui montre bien que les valeurs de \ sont les rayons de 
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courbure principaux de la surface. L'^quation (4) peut 



s'ecrire 






1/^ + ^ + ^ 

X \dx dy dz 



X« X \dx dy dz] d{x,y) d{y, z) d{Zj x) 



VII. — Lignes de courbnre de quelqnes surfaces. 

1° Les lignes de courbure des surfaces d^veloppables sonl 
les generatrices et leurs trajectoires orthogonales, parce que, 
le plan tangent ^tant le meme le long d'une m^me gen^ratrice, 
le lieu des normales le long de cette generatrice estun plan; 
en parliculier, les lignes de courbure d'un cone sont ses gene- 
ratrices, les courbes d'intersection de la surface par des sphe- 
res ayant leur centre au sommet du c6ne. Apr^s le developpe- 
ment d'une surface d^veloppable, les lignes de courbure autres 
que les generatrices deviennent les developpantes de la trans- 
formee de I'arete de rebroussement. 

2** Sur une surface gauche, les generatrices ne sont pas 
lignes de courbure ; car les normales le long d'une generatrice 
forment, comme on le verra, un paraboloide hyperbolique, 
inais ce sont des asympLotiques. 

3° Les lignes de courbure des surfaces de revolution sont 
les meridiens et les paralleles ; car les normales a la surface 
le long de ces lignes forment des plans ou des cones : on en 
conclut que les rayons de courbure principaux en un point 
de la surface sont le rayon de courbure du meridien et la 
longueur obtenue (en vertu du theoreme de Meusnier) en 
construisant un triangle rectangle ayant pour c6te le rayon 
du parallele et pour hypotenuse une droite dirigee suivant 
la normalcy ce sera done la normale au meridien arr^tee a 
i'axe de la surface. 

On peut verifier ce resultat par I'Analyse. En effet, I'equa- 
tion des lignes de courbure etant mise sous la forme 

dx -h/? dz dy -^ q dz 

<•> — ^ — """~rf? — ' 
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si Ton prend I'equation des surfaces de revolution sous la 
forme 

on aura 

<a^ = t^" ^x{xdx -T- y dy) -\- i^' dx, 
dq = <p" 4>^ (a? 0?^ + J^ dy) -+-29' rf;^, 

et, par suite, I'equation (i) deviendra 

dx -\- \xo'^{x dx -^ydy) _ dy -\- ^y^'^{x dx ->r- y dy) 
t^x^" i^x dx -\- y dy)-\~ 1^' dx j^y^''{x dx -^y dy)-T- 1^' dy 

ou 

i^''(xdx ■+-ydy){ydx — x dy) 4- 8 ^'^{xdx -r-ydy){xdy — ydx) = o; 

d'ou I'on tire 

xdx->rydy=:o ou x'^ -i- y^ r= const. : 

c'est r^quation des paralleles. On a ensuite 

(y dx- ^x dy){^" — ^^'^) = o, 
c'est-a-dire 

y dx — 07 G^K — o, 
ou 

y = X X const., 

ce qui donne les meridiens. 

Toutefois, si Ton avait cp'' — 1^'^ = o, il ne faudrail plus en 
conclure y dx — x dy = o ; mais alors 

^=1 





2 


,Cp'3 


ou 








I 


■(a72-h/*)-h c 


OU' 








to"' 


T 






— (372-1-72) 


c'est-a-dire 







9 = — /c — {x^-^y^) = z ; 
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on en lire 

^'-+-/^-+- z^ = c; 

c'est requation d'une sphere. Sur la sphere et sur le plan, 
les lignes de courbure sont evidemmenl indetermin^es, car 
toutes les normaies passent par un point fixe ou sont paral- 
leles a une meme droite ; mais la sphere et le plan ne sont pas 
les seiiles surfaces dont les lignes de courbure soient indeter- 
niinees. 

4" Pour que les lignes de courbure sur une surface soient 
indetermin^es, il faut que les coefficients de dx-^ dx dy, dy^ 
dans I'equation (3) de ces lignes (p. 17) soient nuls, c'est- 
a-dire il faut que Ton ait 

pqr — s{\ -H/?') = o. 
Ces Equations se reduisent a deux 



pq l-\-q^ l-f- 



li' 



nous avons deja integre ces equations (t. II, p. 4^3) : ce sont 
celles d'une surface dont tous les points sont des ombilics; 
ces surfaces sont le plan, la sphere et les developpables 
isotropes pour lesquelles on a 

(a) /?2 -H ^'^ -f- 1 = o. 

Ces surfaces imaginaires sont developpables, puisque p est 
fonction de q', de plus, leurs generatrices sont des droites 
isotropes, et, en eff'et, p^ q-, — i sont les coefficients direc- 
teurs de la normale ou du plan tangent; le plan tangent voisin 
a pour coefficients directeurs 

p -\- dp, q-T-dq, i; 

la g^neratrice a done pour coefficients directeurs 

— dq, dp^ P dq — qdp\ 
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la somme des carres de ces coefficients est 

dp^{i-\- q^)-+- dq^{i -H/?*) — ipq dp dq 

ou, en verlu de (a), 

— /?* dp^ — q^ dq^ — ipq dp dq — ^{p dp -^ q dq )*. 

Or, en dIfKrentiant (a), on di p dp -{- q dq ^= o -^ done enfin 
la somme des carres des coefficients directeurs de la genera- 
trice est nuUe : cette g^n^ratrice est done une droite isotrope. 

C. Q. F." D. 

VIII. — Lignes de conrbnre de Fellipsoide. 

La recherche des lignes de courbure est une operation assez 
penible : voici comment on pent trouver celles des surfaces 
du second ordre. L'analyse suivante est de Monge. 

Nous mettrons Tequation de la surface sous la forme 

nous aurons alors, pour I'^quation des lignes de courbure, 

dx dy dz 
ax by cz = o 
a dx b dy c dz 

et, en observant que ^^ax dx = o, et que ^^ax^ = i , 



^xdo. dx 


dy 


I ax 


by 


a dx 


bdy 



= o. 



En developpant, on a 

ab ^^x dx{x dy — y dx) — dxdy(b — a) == o; 

. ,, , , axdx-hbydy ^ 

si 1 on remplace z dz par — — > on a enlin 



ab[xdx(c — a)-hydy{c— b)]{xdy — ydx) — c{b — a)dxdy =o. 
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Si, dans la formule (a), on remplace a, 6, cpar -^' ii? -^' et 
si I'on fait 

62(a»— T^)' ~ a2 — c« ' 

on Irouve, pour Inequation des lignes de courbure de Tellip- 
soide 

X^ yS ZT- 

a* 6* c^ 
I'equation suivante 

en designant par^ la deriv^e-^- Cetle Equation est une de 
celles que I'on iut^gre en les differentiant : on trouve 

ikxyyf-^{ky'^^\)(^xy'^y) 
■+-y(x^ — ky^ — B)-+-y'{ix — 2kyy) = o; 

en eliminant a:^ — Ay^ — B, on a 



(A/'-)(^-^'-i) = o; 



supprimant le premier facteur, on a, en integrant, 

y.r _ 

ou 



= const. = k 

X 



, kx 

y = . 

y 

Si Ton substitue cette valeur de y dans (6), on a I'equation 
des lignes de courbure projetees sur le plan des xy^ a savoir 

AA:*a7* -»- (a?* — ky^ — B)A: —y^ = o 
ou bien 

x^{kk^-hk)~yi{kk-i~i)--^Bk. 

Celte Equation repr^sente une s^rie de sections coniques. 
Monge a discut6 avec soin, apres avoir donn^ la m^thode 
prec^dente, la forme des lignes de courbure de I'ellipsoide. 



l(x 
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IX. — Interpretation dn premier membre de reqnation des lignes 

de conrbnre. 

Nous avons vu que Ton obtenait I'^quation des lignes de 
courbure en ^crivant qu'une normale a la surface rencontrait 
la normale voisine. Soient done a, j3, y les cosinus des angles 
que la normale a la surface en M (^,y, z) fait avec les axes : 
les equations d'une normale seront 

a + ^a, (3 + rfj3, y 4- rfv seront les coefficients directeurs de 
la normale voisine en M' : ce seront meme ses cosinus direc- 
teurs, car (a + rfa)^ -I- ( p H- d^Y -\- (y -h rfy)^ est ^gal a i , 
aux termes du second ordre pres, vu que 

Les equations de la normale voisine pourront ^tre rempla- 

c^es par 

o = dx -h a G?X -f- X rfa, 

o = g(/ -f- p G^X -4- X fl?p, 

o = t/3 -+- Y <f X -h X d^[\ 

r^limination de X, Y, Z, 1, dCk donne T^quation des lignes 
de courbure deja trouv^e 



dx dy dz 

a ? V 

d% d^ G?Y 



— o. 



Le premier membre de cette equation a une signification 
g^ometrique importante : on pent I'ecrire 



ou bien 



dx dy 
ds ds 


dz 
ds 


4- fl?a p -!- d^ 


Y 
Y-^^Y 



ds 



2(-<^«)(?£-.S)^^. 
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Or ^— T ^y ' • • • sont les cosinus directeurs de la perpen- 

diculaire aux directions a, p, y et dx^ dy^ dz\ ce sont done 
le^ cosinus directeurs d'une tangente a la surface perpendi- 
culaire a la tangente dx^ dy, dz, Le premier membre de notre 

equation est done, au facteur -,- pres, le cosinus de Tangle que 

fait la normale en M' avec une tangente a la surface perpen- 
diculaire a la direction dx^ dy, dz, Appelons d^ le comple- 
ment de cet angle; dij sera alors Tangle que fait le plan nor- 
mal en M a la courbe dx^ dy^ dz avec la normale a la surface 

au point infiniment voisin M'. Le rapport -^ est ce que Ton 

appelle la torsion geodesique de la courbe; Tequation des 
lignes de courbure pent done s'ecrire 

d^ 

et pour ces courbes, la torsion geodesique est nulle. Ainsi 
la torsion geodesique M d'une courbe, relativemenl a une 
surface sur laquelle elle se trouve tracee, est la limite du rap- 
port -^j ds designant Telement d'arc de cette courbe, et dif 

Tangle que fait la normale a la surface en M avec le plan nor- 
mal a la surface mene par le point infiniment voisin de M sur 
la courbe, tangentiellement a cette courbe. 

X. — Theoreme de Lancret. 

Considerons une courbe passant par le point M(^, j', :;) 
d'une surface sur laquelle elle se trouve tracee : soient 
a, 6, c, a^, b' , d\ a", 6", d' les cosinus directeurs de la tan- 
gente, de la normale principale et de la binormale a cette 
courbe; 
dz et dz ses angles de contingence et de torsion; 
Tangle que le plan osculateur de la courbe fait avec le plan 
tangent de la surface; 
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a, p, y les cosinus directeurs de la normale a la surface. 

On a 

aa -{- b^ -r- cy = o, 

a'a-h b'^ -\- c'y — sin 6, 
a"a-h6'P — c''Y = cose; 

on en tire, en r^solvant par rapport a a, p, y, 

!a = a'sinO -+- a" cos 6, 
P = 6'sin8-^6''cose, 
Y = c' sin 6 -I- c* cos 6 

ou, en differentiant et en tenant compte des formulas de 
Frenel, 

da -- (a'cosO — a*sin6)G?0 — (a" d'z -h adz) sin 6 -h a'dz cosO, 
> 

ce qui pent s'ecrire 

doL = a'cos0(<i6 -h di) — a''sinO(fl?0 -^ dz) — a sinO dzy 

Formons la quantite b dy — c rf^, et nous aurons 

bd-( — cd^ = (a'cosO -h a'sm^)(d^ -+- dx), 

e'est-a-dire, en vertu de (i), 

b dy — c d'^ = 0L{d^ -h dz), 
c doi — ad-^ = ^(d^ -f- d'z)j 
ad^ — b doi = Y(fl?0 -f- dx); 

multiplions la premiere equation par a, la seconde par p, la 
troisieme par y .et ajoutons; dans le premier membra, nous 
aurons le determinant que nous avons appel^ d^, at qui, 
divis^ par ds, donne la torsion geodesique ; ainsi 

d^ = d^ -{- dx. 
Cette formule fournit une expression remarquable 

d^ _ d^ dx 
ds ds ds 

de la torsion geodesique; elle prouve que : 
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Si une courbe est ligne de courbure d'une surface , 
on a rf8 -t- rfx = o. C'est en cela que consiste le theor^me de 
Lancret. 



XI. — Variations de la torsion geodesiqne. 



Reprenons la formule qui fait connaitre la torsion geode- 

sique, a savoir 

dx dy dz 

« P Y 
doL d^ d^( 



^^=ds 



si I'on prend pour axes la normale a la surface et les tangentes 
aux lignes de courbure, on a 



d^ = 



ds 



dx dy o 

001 

d% d'^ d-^ 



ou 



(0 



d'^ _ dx d^ doL dy 
ds ds ds ds ds 



Or, si I'on observe que 



doL 
ds 



_ dp{i -i- q^) — pq dq 



ds ^j^pt^qt ^^(,^^, 

et, pour le syst^me d'axes choisi, 



q^)i 



da _ dp _ dx d^ _ dy 

ds ~ ds ~ ds ds ~~ ds' 

la formule (i) deviendra 

d^ _ dx dy 

ds ~~ ds ds 

SoientRetR'les rayons de courbure principauxde la sur- 
face, et ^ I'angle que fait Telement ds avec la section princi- 
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pale de rayon R : on aura 



si Ton pose 



d^ I / I I \ . 



on aura 



d^ 
^=as,n2cp; . 

la torsion geod^sique des lignes trac^es sur une surface par 



Fig. I. 




un m^me point varie done comme le carr6 du rayon vecteur 
d'une lemniscate de Bernoulli au parametre a. 

Soit AB {Jig< I ) une droite de longueur 2 a : si I'on suppose 
que cette droile se meuve de telle sorte que ses extr^mit^s s'ap- 
puient sur les tangentes Ox^ Oy aux lignes de courbure et 
si I'on mene OM perpendiculaire a AB, il est facile de voir que 

OM = OAcoscp = AB sincp coscp = a sinatp; 

la ligne OM representera done geom^triquement la torsion 
geodesique dans la direction cp. 

La forme de la lemniscate est Irop connue pour qu'il soit 
necessaire d'insister sur les valeurs remarquables que pent 
prendre la torsion geodesique. Nous ferons toutefois observer 
que deux lemniscates, en realite, seront n^cessaires pour 
representer la torsion geodesique dans chacun des angles 
droits formes autour de O. 
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XII. — Consequences dn theoreme de Lancret. 

Considerons deu\ surfaces S et S' : soit C leur courbe 

d'intersection. Soient ds T^l^ment de la courbe C, ->- sa tor- 

' as 

sion au point M, 6 Tangle que fait son plan osculatenr avec 
le plan tangent a S, 0' Tangle que fait son plan osculateur 
avec le plan tangent a S' au meme point M; soient enfin 

-^ et -^ ses torsions geod^siques suivant qu'on la consid^re 

coname tracee sur S ou sur S'. Le theoreme de Lancret foiirnlt 
les equations 

d'^ = d^ -f- dx, 

dy=d^'-\-dz; 
on a, par suite, 

rf(^ _!};') = ^(6-0'); 

mais 8 — 0' est Tangle V sous lequel se coupent les surfaces 
en M, on a done 

(i) d^ ~ d^' ==: dV ', 

done : la differ entielle de V angle sous lequel se coupent 
deux surfaces est egale, au facteur ds pres, d la difference 
des torsions geodesiques de leur intersection, 

CoROLLAiRE L — Supposous quc Ics surfaccs S, S' se 
coupent suivant une ligne de courbure de chacune d'elles : 
dij et di^' seront nuls ; done dN = o, et V est constant ; done : 

Qiiand deux surf aces se coupent suivant une ligne de 
courbure de chacune d'elles, el les se coupent sous un 
angle constant, 

CoROLLAiRE IL — Si dcux surfaces se coupent sous un 
angle constant^ et si V intersection est une ligne de cour- 
bure de VunCj ellesera une ligne de courbure de l' autre. 
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En effet, si dans la formule (i) on fait V = const., ou 
dW = o et rfi = o, on a d^' = o. 

CoROLLAiRE III. — Si trois families de surfaces se 
coupent partout orthogonalement, elles se coiipent par- 
tout suivant leurs lignes de courbure. 

En effet, soit M un point ou se coupent trois surfaces de 
families diff^^rentes; soient 5, s' ^ s" ces trois surfaces; soient 
a et a' les torsions g^odesiques de Fintersection de 5 et 5' 
relativeraent aux surfaces s et s'; b' et b" les torsions geod^- 
siques de I'intersection de s' et s" relatives aux surfaces ^ 
et s"\ enfin d' et c les torsions g^odesiques de I'intersection 
de s!' Qi s relatives a ces surfaces. On aura 

a — a' = o, b' — 6^ = 0, c" — c = o; 

mais, les intersections que nous consid^rons ^tant orthogo- 
nales, on aura, en vertu du theoreme demontre au paragraphe 
pr^c^dent sur la variation de la torsion geodesique, 

a-t-c=o, a'—b' = o, b''-k-c'' = o; 

d'ou I'on conclut a = a' = b' = b" = d^ = c :^ o, ce qui 
prouve bien que 5, .v', / se coupent suivant leurs lignes de 
courbure. Ces trois propositions sont dues k Dupin. 

CoROLLAiRE IV. — SI ufie UgTie de courbure d'une sur- 
face S est plane ou spherique, le plan ou la sphere qui 
contient cette ligne coupe la surface S sous un angle con- 
stant. 

Car toute ligne tracee sur le plan ou la sphere est una 
ligne de courbure de ce plan ou de cette sphere. Ce th^or^rae 
est du a Joachimsthal. 

CoROLLAiRE V. — Si unc ligne de courbure C d'une sur- 
face S est plane, I' arete de rebroussement de la normalie 
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dmloppable relative a cette ligne de courbure est une 

helice. 

En effet, soient a, 6, c; a', &', c'; a"^ b\ d' les cosinus 
directeurs des directions principales de la courbe C; a«, 6^, 
Ci;a'j, b\^ c\ ; d\^ b\^ c\ les cosinus directeurs de Tarete de 
rebroussement D de la normalie developpable en question. La 
ligne D est une developpee de C, de sorte que, si Ton appelle 

fl&, ;p> jc I'el^ment d'arc de C, sa torsion et sa courbure, ds^^ 

Y et ^ les quantites analogues relatives a D, on aura (t. II, 
p. 385 et suiv.) 

fl?R = ds]^ , a=^ a\^ b = b\^ c = c\j 

Vaai =0, ^««i =i» ^««'i =0j 

\a'ai = cos6, \a'aj=o, ^ a d\ = sinQ, 

/^a'ai = sin6, V^a'a^r^o, y^a^a'i = cos 6; 



(2) I 



^ est alors Tangle que le plan osculateur de C fait avec le 
plan tangent k la surface. DifTerentions la formule^ aa'j = o ; 
nous aurons, en vertu des formules de Serret, 



ads „ ^1 a\ ds\ 

'^ -^ ^ — * a = o 



V^ a as v^ 

ou, en vertu de (a), 



sin 6^5 ds\ 
(3) __ + _=o. 



En differentiant V aa^ = o, on a de m^me 



a' ds v^ ds 



V^ a as v^ as , 
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ou, en vertii de (2), 

cos 6 ds dsi 
(4) — D— -^-ir-=«; 



de (3) et (4) on tire 



R Ri 



A Ri 
tang 6:= ^i; 



I'angle 6 est constant pour une ligne de courbure; on voit 
done que le rapport de la courbure a la torsion en chaque 
point de la courbe D est constant; cette courbe est done (t. II, 
p. 4o6) une helice tracee sur un cylindre quin'estpas neces- 
sairement de revolution. 

Cette proposition a eld demontrde par J. -A. Serret. 

CoROLLAiRE VI. — La formulc de Lancret di^ ^^iz d^ -\- di 
montre que la torsion gdodesique d'une courbe C tracee sur 
une surface S est partout egale a sa torsion ordinaire, quand 
son plan osculateur fait partout un angle constant avec le 
plan tangent a la surface S. Parmi les courbes qui sonl dans 
ce cas se trouvent les asymptotiques pour lesquelles 8 = 0, 
et les geoddsiques, dont il sera bientot question, pour les- 
quelles on a = - • 
^ '1 



XIII. — Snr les lignes de conrbnre des developpables isotropes. 

Nous avons vu que les developpables isotropes etaient des 
surfaces dont tous les points Etaient des ombilics; les lignes 
de courbure doivent y ^tre indeterminees ; d'ailleurs, touie 
normale a la surface y rencontre la normale infiniment voi- 
sine; done toute courbe tracee sur la surface est une ligne 
de courbure (voir p. 3i5, t. II). 

De la rdsulte une consequence importante, a savoir : Sur 
toute surface, on peut determiner en termes finis Inequa- 
tion d^une ligne de courbure. 
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En effct, si Ton circonscrit a une surface quelconque une 
developpable isotrope, la courbe de contact 

p^ -r- q^ -r- I = o 

sera une ligne de courbure^ car la developpable circonscrite 
rencontre la surface sous un angle constant (nul) et suivant 
une ligne qui est ligne de courbure de la developpable; done 
elle est aussi ligne de courbure de la surface proposce, Cette 
remarque pent etre utile dans la recherche des lignos de 
courbure; on sait, en effet, que beaucoup d*equations diffe- 
rentielles deviennent int^grables quand on en connait une 
solution particuliere. 
Sur rellipsoide 

'a« "^ ^2 "^ c» ~" * ' 

la ligne de courbure imaginaire qui nous occupe est donnee 
par la formule 

XIV. — Surfaces dont les lignes de courbnre sont planes. 

Les premieres recherches qui aient ete entreprises sur les 
surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphe- 
riques, sont dues a Monge (Application de V Analyse a la 
Geometric)^ k M. O. Bonnet {Comptes rendus de VAca- 
demie des Sciences, Janvier i853) et a A. Serret [Comptes 
rendus de V Academic des Sciences et Journal de Liou- 
s^ille, t. XVIII) ; M. Lemonnier (These, 1 868) a ensuite public 
un travail tr^s complet sur cette question. [Voir aussi Picart 
(These).] 

Nous nous bornerons ici a chercher les surfaces dont les 
lignes de courbure sont planes. 

D'apr^s le th^oreme de Lancret, si une ligne de courbure 
est plane, son plan doit rencontrer la surface sous un angle 
constant, ainsi que nous I'avons deja observe (Th. de Joa- 
L. — Traite d' Analyse, VII. S 
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chimsthal); reciproquement, si un plan coupe une surface 
sous un angle constant, Fintersection sera une Hgne de cour- 
bure (p. 29). 
Soil 

(i) ax -^ by -.- cz ^= h 

I'equation du plan d'une Hgne de courbure d'une surface 
dont les Hgnes de courbure sont planes; a, 6, c, k sont fonc- 
tions d'un certain param^tre que j'appellerai \, Si Ton pose 

comme d'habitude p^=: —, q = -^, '"jle plan (i) devant 

rencontrer la surface sous un angle constant, on devra avoir 

(■2) ap-^hq — c — k\J i'\-p'^-^ q'^^ 

k designant une nouvelle fonction de \. Si un second syst^me 
de lignes de courbure se compose de courbes planes 

(3) alx-^ b'y-\-c'z = /i', 

on aura de meme 

(4 ) a'p -+- b'q — c'= A:Vi-T-7?«^2, 

a', b' ^ c' ^ h! y k' designant des fonctions d'un autre para- 
metre V. Ceci pose, appelons dx, dy^ dz un deplacement 
effectue sur la premiere ligne (i), et oj?, oy, Ss un deplace- 
ment effectue sur la seconde : nous devrons avoir, les deux 
systemes de lignes de courbure etant orthogonaux 

( 5 ) dx ^x -{- dy oy -^ dz ^z = o\ 

d'ailleurs, les equations (i), (3), donnent 

a dx ~h b dy -^ c dz = Oj a' ^x -^ b' oy -\- c' ^z =^ o, 

et Ton a, en outre, 

p dx -\- q dy — dz =0, p^x -\- q^y — 8^ = o. 
En eliminant 3^, q/, §5, dx, dy, dz entre ces formules, on a 

{b~hcq)(b'-^c'q)-^{a-T-cp){a'-+- c'p) -i- {aq — bp) {a' q - - b'p) = o ; 
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si I'on ajoute cette equation avec le produit de ('i) el (/j), on 



trouve 



(pi _^ g2 _:- I )(aa'-f- bb'-^ cc'— kk') = o. 



et, en rejetant la solution p^ -^ q- -j- i =.0, qui fournit une 
developpable isotrope, on trouve 

<<•>) aa' -+- bb' -^ cc' — kk' 



— o 



ou, en differentiant par rapport a )v, 

a da -r- b' db -^ c' dc — k' dk = o. 
Ent'liminant A"', on a 

o!{-a dk — k da ) -h b' {b dk — k db ) -^ c' {c dk — kdc) = o 



«l, par suite, 

^V iadk — kda)-i 
'^-a'iadk — kda)-^ 



ob' (bdk 
l'-b\bdk 



k db) -\- oc' (c dk - - k dc) = o, 
k db) -^o^c' i c dk — k dc) = o; 



^nconclutde ces trois dernieres equations, ou bien 
a dk — k da — o, b dk — k db = 0, c dk — k dc = o, 

«esUa-dire 



<^u bien 



da __ db _ dc 
a b c 



dk 



t^ans la premiere hypothese, on a 

2, |j, Y designant des fonclions de V ou des constantes; les 
Jignes de courbure ax -\- by -\- cz =:^ h sont alors situees 
dans des plans parall^les, car a, p, y ne peuvent etre que des 

constantes. Dans la seconde hypothese ^± a'^b'o'^c'= o, 



on a 



\a'-^Hb'-hCc' = o 



(p. 118, t. V), A, B, G designant des fonctions de "k ou des 
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constantes. Mais si ces quantit^s etaienl fonctions de X, en 
attribuant a X des valeurs diff^rentes X^, "k^y on aurait 

Aia'-f- Bi6'-f- Cic'=o, 

Ai , B| , C| designant les valeurs de A, B, C pour X = X^ et A2, 
B2, C2 leurs valeurs pour "k =^2 5 les rapports a '. b' I d alors 
seraient constants, les Hgnes d x 4- Uy + d z = It' seraient 
alors situees dans des plans parall^les. 

Nous avons done deux especes de surfaces ayant leurs lignes 
de courbure planes : 

i" Des surfaces ayant leurs lignes de courbure dans des 
plans paralleles a une droite fixe 5 

2.^ Des surfaces ayant un sysleme ou leurs deux syslemes 
de lignes de courbure situees dans des plans parallMes. 

XV. — Surfaces dont les plans des lignes de courbure 
de chaque systeme sent paralleles a deux droites fixes. 

Dans le cas ou les lignes de courbure sont situees dans des 
plans paralleles a des droites fixes, il est facile de voir que ces 
droites sont rectangulaires. Les plans de nos lignes de cour- 
bure ont des equations de la forme 

(a -r- a^^)x M-(6 -h bi]x)y -i-(c -h Ci]x)z = h -h hi [jl, 

or on a vu que 

( a -h ai (x) ( a' -h a'l |jl' ) 

[JL est fonction de \ seul, [jl' fonction de V seul, a, a', 6, 6', 
c, c', A, K sont des constantes, k est fonction de \ et ^' fonc- 
tion de V. Or on a, en vertu de la derni^re equation, 

aa'-h bV -\- cc' = Of 

aa\ -T-bb\-\- cc\ = o, 

«! a' H- 61 ^' -f- ci c' = o, 
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€t, eii verlu de ridentite, 

(aa'-H hh' -\- cc')(aia\ -4- bib\-h Cic\) 

— (aa\ -+- hb\ -f- cc\)i a^a! -\- h\U -^ c^c) 

= {bcx — cb^){b' c\-- c' b\) 

(cui — aci){c'a\ — a'c\)-^(abi — bai){a'b\ — b'a\); 



son second membre est nul, ce qui demontre la proposition 
avancee. 

Prenons alors I'axe des a: parallele a I'une des droites rec- 
tangulaires en question, Taxe des y parallele a I'autre : les 
equations des lignes de courbure seront 

{i) bjr -h cz = hj a'x -\- c'z = h'; 

d'ailleurs, d'apres les Equations (2), (4), (6) du paragraphe 
precedent, 

( bq — c = kN, a'p — c'=k'^y 
( N = /i -+-/)« -4- 5r2, cc'=kk'. 

Gette derni^re Equation exige que -=,=:— soient con- 
stants; alors on pourra mettre (i) et (2) sous la forme 

Des equations (3) ou (4), on d^duit I'dquation aux deriv^es 
partielies de la surface. En ^liminant "k et/(X) ou V et/'( V), 
on trouve 

mais cette Equation ne nous sera pas utile. De (3) et (4) nous 
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dediiirons avec Serret 



^ (^^-l)Av/|-(^2_|))/2 

■\ /• 

dy —\dz -T- z d\ 4- ^^ ^^• 
Porlant ccs valeurs dans dz =^ p dx -\- q dy, on a 

^ r )/^; \d[k 1 

r f(V)d v \fCk)di _ 

cette equation est int^grable et donne 



i _u f--}'^VQ^\^ + r x/(X)^x 



= o. 



L^elimination de "k et )/ entre cette equation (5) et les pre- 
mieres (3) et (4) fera connaitre z en fonction de x ety. 

L'analyse pr^c^dente est en d^faut quand fc = o : nous 
allons examiner ce cas. 

Si A* = o, on a ou c := o, ou c' = o ; si Ton suppose c = o, 
/{ .-= o, (i) et (2) donnent 

by — h, bq= o, 

done g = o, et :; = f{oc), Laissons ce cas de cote et supposons 
/- =r:o, c'^=o; alors on ecrit (1) et (2) ainsi 

by ^ cz — hy a' X = k', 
bq — c =0, a! p — A:'N 
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Oil bien 

^ -f- X =0, p = X'N. 

On voit que Tequation differentielle 

y = — ^q-^^(q) 

est celle de la surface; cette equation ne contenant pas x 
pent s ecrire 



dz _, / dz 



y---^l-^(V^.)--'^ 



on rintegre en la diflerentianl, ce qui donne 

dy= ~zdq — qdz-^¥'{q)dq; 

niais dy = — dz: on sl done 

{i-^q^)dz = — zqdq -f- qV\q)dq 

Oil 

dz zq _ q¥'(q) 

dq ~^ l-^ q- ~ l-r- q^ 

Oil enfin 

Z = —J=\ f-r.:^=^q¥'{q)dq^Hx)\, 

h designant une fonction arbitraire. 

Les equations de la surface sont de la forme 

y-i-qzr-,F(q), 

Hx) 



'?(q) 



V^l-h q' 



Si enfin on suppose k et k' nuls, on aura /> =: o, c'est-a- 
<lire z = une fonction de y seul, ou fonction de x seul si 
(y = o. Lorsque I'un des sj'stemes de lignes de courbure se 
confond avec les sections principales correspondantes, on est 
precisement dans le cas o\ik = o; les sections principales, 
lignes de courbure, enveloppent une developpable D, et les 
iiormales a la surface touchent une m^me developpable. 
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Reciproquement, si les normales a une surface touchent 
une m^me d^veloppable, les sections normales seront tan- 
gentes k cette d^veloppable, et ces sections normales seront 
des lignes de courbure. La surface elle-m^me peut etre engen- 
dr^e par une courbe tracee sur un plan mobile roulant sans 
glisser sur une surface developpable. Dans les surfaces de 
revolution, cette developpable se r^duit a un cylindre eva- 
nouissant qui est I'axe de la surface. 

XVI. — Snrfaces dont les lignes de courbure d'un systeme 
sent situees dans des plans paralleles. 

On obtient les equations de ces surfaces en ecrivant que les 
lignes de courbure ont pour Tune de leurs equations dy r= o, 
ou, si Ton veut, leur equation generale est satisfaite pour 
dy =z o'^ on trouve ainsi 

pqr — (i-hp^)s = o 
ou bien 

d'oii Ton lire, en integrant, 

logv/i-T-jo* = log^' -h- log/(7), 
f{y) d^signant une fonction arbitraire de^. On a done 



ou, en changeant/^(j/') en F(y), 

Pour int^grer cette equation, on posera les equations cano- 

niques 

dx ^ dy _ dp _ dg ^ 

on en d^duira rint^grale/? ^^ a, a designant une constante; 



I 

p 
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^i) donnera alors 



4i 



2 — 



el Ton aura 



1 — g^ 



z=j \adx-hi/^^^^dy\^aX'^\/i-^-a^J 



dy 



v/F(r) 



b, 



b designant une nouvelle constante. II r^sulte de I^ que 



{•1} 



z — ax ->r- v/i-r- CL'^{y) -^ b 



est une integrale complete de (i) quand on suppose 



¥y)--J 



dy 



/F(7)' 



la solution g^nerale de la question qui nous occupe s'ob- 
tiendra en eliminant a entre 



z = ax -i- \/i-^ (i*^(y)-^m{a). 






/ 



1-f- w 



c'est, comme Ton voit, I'enveloppe d'une serle de cylindres 
avant leurs generatrices paralleles a la droite z — ax^ paral- 
lele au plan des zx. 

On aurait d'ailleurs pu obtenir directement I'equation du 
premier ordre des surfaces en question, en observant que le 
plan d'une ligne de courbure devait rencontrer la surface 



sous un angle constant; done 
done 



/ 



l-r-p 



«-i-^« 



est constant avec j^, 



ou 



v/i^/>^ 



(l-hjD«-+-5r2) 



= F(^) 



on tire de la 



FH7/ 



ce qui revient a I'equation (i). 



/ 
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XVII. — Sur les enveloppes de spheres. 

Th^okeme I. — Toute em^eloppe de spheres a pour lignes 
de courbure ses caracteristiques et leurs trajectoires ortho- 
go nales. 

En effet, toute enveloppe de spheres a pour caracteristique 
iiQ cercle qui est une ligne de courbure de la sphere enve- 
loppee, et, comme cette sphere enveloppee rencontre Tenve- 
loppe sous un angle constant (nul), la caracteristique esl 
aussi une ligne de courbure de la surface. Le rayon de la 
sphere enveloppee estevideniment un rayon de courbure prin- 
cipal de I'enveloppe; car le rayon de courbure de la caracte- 
ristique doit ^tre, d'apres le theoreme de Meusnier, la pro- 
jection du rayon de courbure principal sur le plan de la 
caracteristique; ce rayon de courbure principal est done bien 
le rayon de la sphere enveloppee. Reciproquement : 

TniiiOREME II. — Si un systcme de lignes de courbure 
d^ une surface se compose de cercles, cette surface est 
V enveloppe dhuie famille de spheres. 

En effet, soit MNM' (yZ^. 2) une ligne de courbure circulaire 
passant en un point M ; soit MH I'autre ligne de courbure pas- 




sant en M; soit Mw la normale a la surface. Si en O on eleve 
une perpendiculaire Ow au plan du cercle MNM', elle rencon- 
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trera la normale en M a la surface en to, qui sera, en verlu du 

theoreme de Meusnier, le centre de courbure de la section nor- 

male passant suivant la langente MT a la lignc de courbure 

AJJVAl'en M. Si de w comme centre avec toM comme rayon, 

ondecrit une sphere, elle contiendra le cercle MNM'qui sera 

une ligne de courbure de la sphere ; mais la sphere toucliera la 

surface suivant cette ligne de courbure, en M ; comme cllc doit 

la couper sous un angle constant, elle devra aussi la toucher 

lout le longdu cercle MNM' : la surface en question est done 

une enveloppe de spheres. 

CoROLLAiRE I. — Le lieu des centres des spheres em-elop- 
pees est aussi le lieu des centres d^ une des courhures prin- 
cipales, qui se reduit alors dans ce cas particulier a unr 
ligne. 

CoROLLAiRE II. — Dans les enveloppes de s/)heres les nor 
males rencontrent une ligne fixe. 

XVIII. — Surfaces canauz. 

Parnni les enveloppes de spheres, on distingue les transfor- 
m^es par rayons vecteurs reciproques des developpables dont 
les propriet^s sont des consequences de celles des develop- 
pables et celles dans lesquelles le rayon de la sphere enve- 
loppee est constant : ces dernieres sont appelees surfaces 
canciux, 

Dans une surface canal, un rayon de courbure principal 
est constant. Reciproquement : 

Theoreme. — Toute surface dans laquelle un rayon de 
courbure est constant est une surface canaL 

En efiet, en vertii des formules de O. Rodrigues, on a 

, dx ,Q dy J dz 
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a, p, Y designant les cosinus directeurs de la normale, R 1e 
rayon constant eidx^ dy^ dz un d^placement effectu^ le long 
de la section principale correspondante, ou de la ligne de 
courbure correspondante; R etant constant, on pourra inl^- 
grer, et Ton aura 

a, 6, c d^signant trois constantes ou, plus exactement, Irois 
quantit^s restant invariables le long de la ligne de courbure 
consid^r^e ; il existe done deux relations enlre ces quaatites, 
et, par suite, on pent ^crire 

ar— Ra = ^(^ — Ry), j^— RP = iKz — Ry), 

ce qui prouve que le lieu des centres de courbure est une 
ligne dont les equations sont precis^ment 

Si, du point a, 6, c comme centre avec R pour rayon, on 
decril une sphere, elle aura pour Equation 

(X — a)2 -H (Y — 6)* H-(Z — c)2 = R« 
ou bien 

(X — ^— Ra)«-i-(Y— 7 — Rp)2^(Z — 3— Ry)«= R«; 

elle passe en x^ y, 3, el les coefficients directeurs du rayon 
aboutissant en x<, y^ z sont a, p, y. Cette sphere est done 
tangente a la surface en x^ y^ z\ or cette sphere passe par 
tons les points x, y^ z pour lesquels a, 6, c sont constants, 
c'est-a-dire qu'elle contient une ligne de courbure et qu'elle 
est tangente a la surface tout le long de cette ligne. La 
surface est done bien une enveloppe de spheres de rayon 
constant. 

Lorsque deux rayons de courbure restent constants, la 
normale rencontre deux courbes fixes, et les distances de son 
pied aux points ou elle rencontre les courbes fixes doivent 
rester constantes, ce qui est impossible si les courbes fixes 



^ ^ f £tud£ drs courbes que l'on peut tracer. 4^ 

y; / ue se reduisent pas a un point et si les rayons de courbure 
ne soni pas ^gauK. La sphere est done la seule surface dont 
deux rayons de courbure principaux restent constants. 



r 



XIX. — Sur la cyclide de Dnpin. 

Avant d'aller plus loin, nous chercherons a resoudre la 
question suivante, qui va nous Hre utile : 

Trouper le lieu des sommets des cones de revolution pas- 
sant par line conique donnee. . 

Donnons-nous la conique dans le plan des xy : son equation 
sera 

Ja surface du second degre la plus generate passant par cetle 
conique aura pour equation 

Si elle est de revolution, il faut que B' ou B = o : soit B'= o ; 
alors il faudra encore que B-=:(A — A')(A — A"), si bien 
que l'on peut ecrire ainsi i'equation des surfaces de revolution 
passant par la conique 

^'^ I B2 = (A'-A')(A-A"). 

£crivons que le centre est sur la surface, et cherchons le lieu 
de ce centre, il faudra poser 

Ax = o, 
A'y -T- Bz — o, 



I ' 



la premiere de ces Equations montre que le lieu est plan et 
contenu dans le plan des yz, L'^limination de B, A^', C" 
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entre la secondc equalion (•) ct les trois derni^res donxmi 

oil 

AA>2-^ A(A'- A)^2_^{A'— A) = o. 

Le lieu, comme I'on voil, se compose d'une conique plac^e 
dans le plan des yz^ et aiissi d'une seconde conique placee 
dans le plan des xz, Les equations de la conique proposeeet 
celles des coniques constituant le lieu peuvent s'ecrire 



(G) ^ 



a*— 62 "^ ^ "" ■*' 
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le foyer de cliaque conique est le sommet d'une autre conique, 
et Ton voit que le lieu des sommets des c6nes de revolution 
passant par la conique (B) est la conique (A); si I'une est 
une ellipse, I'autre est une hyperbole. Ces deux coniques 
sont dites /oca /e5 Tune par rapport a I'autre : voici la raison 
de cette denomination. 

Cherclions le lieu des points dont les distances a un point 
de (A) sont fonctions rationnelles des coordonnees de ce 
point. II faudra que, en appelant a, p, y les coordonnees de 
ces points ou foyers, on ait 

(:f — 7,)^-,-ty— 3)2 -f- Y* = (Jx-i- my -\- ny, 

/, m, n designant des nombres a determiner; on d^duit de 
I'identification de cette equation avec (A) 

(l — /2)a2 ==: (I — /?i2)^,2 ^ ^2_ a2 _ 32 _ .^2^ 

Im = o, a -J- /ai = o, p -i- m/i = o. 
En nous bornant auK solutions reelles, nous avons I'equa- 
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lion (B); requation (C) serail I'aiilre solution. On trouve 



aussi 



Ix -\- my -^ n — i/ ^ — x ~ )/b^ -f- a* -t- y^ » 

onvoitque la somme des distances d'un point del'hyperbole 
focaleadeux points diani^tralement opposes de Tellipse est 
constante; les points de la focale sont done de v^ritables 
foyers dans Tespace. On voit aussi que la somme des distances 
d'un point de I'ellipse a deux points fixes de Thyperbole est 
constante, etc. 

11 est evident que le cone de revolution, qui a pour sommet 
un point de (C) et pour base la conique (A), a son axe dirige 
suivantla tangente aThyperbole; en effet, cette tangentepar- 
lage en deux parties ^gales Tangle des generatrices du cone 
qui sont dans le plan de Thyperbole et aboutissent au som- 
met de Tellipse qui est le foyer de Thyperbole. 

^^cyclide, etudiee avec soin par Cli. Dupin, est une sur- 

^icedont toutes les lio^nes de courbure sont circulaires. 

j D'apres ce que nous avons vu, les normales rencontreronl 

i deux courbes fixes C et C; en effet, la CYclide sera de deux 

I manieres une enveloppe de spheres, et la normale rencon- 

' Irera les lieux des centres de ces spheres (p. 4 2). La normale 

: a la cyclide s'appuyant sur une ligne de courbure circulaire 

passe par un point fixe de la courbe C et longe la courbe C; 

cette courbe C est done sur un c6ne du second degre, elle 

se trouve meme sur une infinite de c6nes du second degre 

ayant pour bases les lignes de courbure d'un ni^me systeme. 

Cette courbe G est done une conique. En effet, par une 

courbe du quatrieme degre proprement dite, on ne pent pas 

faire passer une infinite de surfaces de revolution et il en est 

de m^me de la courbe C. 

La courbe CJ est le lieu des sommets des cones de revolu- 
tion passant par C ; done C et C sont focales Tune de I'autre. 
Cherchons la trace de la surface sur les plans des courbes C 
et C. Soient T cette trace, M un de ses points : la normale eu 
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Ma la surface doit renconlrer C et G; done elle reneon i 
Tune des courbes et passe par le somniet de I'autre qui est 
point fixe. La normale a T passe done par un point fixe; do 
enfin T se eompose de deux cercles avant leurs centres ai 
points qui sont a la fois le foyer d'une des courbes Get 
sommet de Tautre. 

Mais n'oublions pas que la cjclide est une enveloppe 
spheres (p. 4^)- Les plans des courbes C et O doivent ef 
des plans de symetrie : la sphere enveloppante pent etJ 
censee avoir son centre en un point to de C qui sera, si J'cj 
veut, rhyperbole; son rayon est la ligne wM qui va de wcs 
un point M de la surface que I'on pent supposer dans le pla- 
de rhyperbole; elle touche done deux spheres ayant poi* 
grands cercles les traces de la surface sur le plan de I'hyper 
bole. Mais la difference des distances du point a a deux point 
diametralement opposes de I'ellipse est constante; done 1 
sphere enveloppante touche une infinite de spheres fixes 
done : 

La cyclidepeut ctre conslderee comme L^ enveloppe (Tun 
serie de spheres touchant trois spheres fixes, 

theoreme du a Dupin et qui pent servir de definition a I 
cyclide. 

Toute cyclide pent etre conslderee conime la trant 
forniee par rayons vecteurs reciproques dhin tore, 

(ManjVheim). 

En effet, la transformee d'une enveloppe de spheres toi 
chant des spheres est encore une enveloppe de spheres tax 
chant des spheres ou des plans. 

Or, parmi les spheres que touche la cyclide, il y en a dem 
qui sont tangentes, car la condition de contact n'impos( 
qu'une seule condition. Prenons le point de contact poui 
p6le de la transformation ; ces spheres tangentes deviendron 
deux plans paralleles, et la transformee de la cyclide deviendri 
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Introduction. 

t'n publiant co Traite d* Analyse, j'ai pour but principal de dcveloppor 

ill partie de men cours de la FaculLc dos Sciences relative a la theorie des 

equations diilerenlielles. Get Ouvragosera done siirtout un traite general sur 

la theorie des equations difr^rcnlioilcs a une ou plusieurs variables. Jo n'ai 

cependant pas cru devoir adopter co dernier titro, et cela pour deux raisons. , 

O'abord, quclques-uns de nu-'S auditcurs aynnt bicn voulu exprimer lo 

roirret qu*une partie do mon Cours lithographic do i<S8r)-i887 ne fdt pas 

reproduite, jo me suis d6cide a publier un Volume preliminairo common- 

cant paries parties les plus elementaires du Calcul integral. De cotto fagon, 

jo no suppose chez lo lecteur aucune autre comiaissanco quo les elements 

du Calcul differentiel aujourd'hui classiciues dans les Cours do Malli6ma- 

tiques speciales. 

Un autre motif, d'un caractero tout scientifiquo, m'engageait encore a 
gardor lo titre un peu vague de Traite d* Analyse : c'est (jue la theorie 
des equations differentiiillcs est intimoment liee a plus d'une autre th6orie 
qu'il nous faudra approfondir. Pour no citor qu'un exeiuplc, I'etudo preli- 
minairo des fonctions algebriqucs est indispensable, quand on veut s'occu- 
por do certaincs classes d' equations difrerentielles. Nong no nous bornerons 
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done pas slrlclcment a reludo dos (Minations difT6ronliolles; nous rayonn 
runs aulour de ee centre. 

Jo no ino dissimulo pas Ics ilirTiculles do la tftche qucj'eulrcprcnds. L*a*^" 
livito de la pensoo inatheinaliciiio est aujourd'liui Idle, qu'il est peut-et»^^^ 
leineraire do chercliera estpiissor, sur un sujet si vaste, I'dlat acluel de 1- '^ 
1*1 rail, a le siuiposor rosscmhlaul, est dcstin^, dans quelqiic? ^ 
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parties, a vieillir assez vile. Mais pen ini[)ort*i si Ton so propose seulemcr'»^ 
d'etre utile, en servant do {ruide a eeux ({ui desircnl so mettre au courar'^t 
de TAnalyse nioderne et craiii:n«Mil do s'ei;arer souls dans la multiplici*- ^ 
dcs Mcinoires reniplissant les juurnaiix sciontifKiues. 

Le present Volume est le Volunio proliniinairo dont jo parlais plus hau * - 
Dans la premiere Parlio, j'exposc les elements du Calcul mldgraf, en insis^ 
tant sur les notions dinlei^rale curviligno et d'integralo de sarface, qii^ 
jouent un role si important en Physique niatli6niati([uc. La seconde Parti o 
traitc d'abord de quolquos appliealions de cos notions g6n6ralcs: au lieu 
do prendre des oxemplcs sans inlertM, j'ai prefere developper la thcorie de 
I'equalion de Lapla:*e et les proprietes fondamentales au potcntiel. On y 
Irouvera ensuite I'etude de (piehpies devel()i)pements en scries, parlicu- 
lieremenl des scries trigonometriciues. La troisiemc Parlie est consacr6o 
aux ai>}>lirati()ns geomctri<iues iUi Calcul infinilesimal; elle est, avcc quel- 
(|ues additions, la reproduelion de nion Cours lithographic. 

Un ami devoue, AL (icorges Simart, a 6te pour moi un precicux collabo- 
rateur. 11 a l)ien voulu, avant rimpression, revoir mon manuscrit; ses 
judicicux conseils m'ont permis d'ameliorer en bien dcs points ma redaction 
et do pr(5ciser ou de simi)li(ier i)lus d'une denionsLration. Jo suis heureux 
do lui adrcsscr ici I'cxpression do mon affeclucusc reconnaissance, en 
memo temps que mes remerciemonts pour la peine qu*il a prise dans la 
correction des eprcuves. 6m. PICARD. 

Table des Matidres du Tome I. 

I" PARTIE. — Integrales simples et multiples. — Chap. L Des integrales 
dejinies. Denniliou de linlcgrule dciiiiic, sca proprietes foiidanicntules. Foiicliou 
avant pour dcriv6e une function donnee. Applications geometriques. Integra- 
lions par parties. Forniule de Taylor. Chanj^enient de variable. Extension de 
la notion d'integrale definie. Cas ou la fonction et ou les limitcs deviennent 
infinics. Differentiation sous le signe d'inlcgration. Integrale dune fonction 
complexe d'une variable reclln. — Cuap. II. Integrales indefinies. Int6grales 
des fractions rationnelles. Integrales hyperelliptiques. Intdgrales de dilKren- 
tielles algebriques. Integrales des fonctions rationnelles de sinar et cosa?. — 
CuAP. 111. Integrales curvilignes. Diilinition des integrates curvilignes. Con- 
dition pour que I'integrale curviligne / Y^ dx -\- C^dy no dependc que des li- 

mites. De I'integrale curviligne consideree comine fonction de sa limite sup^- 
rieurc. Exemples d'integrales effectuees Ic long d'un contour ferui6. Racincs 
communes A deux equations. — Chap. IV. Des integrales doubles. Definition 
des integrates doubles. Changement de variables dans les integrates doubles. 
Applications. Volumes et surfaces. Definition des integrales de surfaces. Con- 
dition pour que I'integrale de surface / / A dy dz -\- B dz dx -i- C dx dy ne 

d^pende que du contour. Formule de Stokes. Racines communes (i trois Equa- 
tions. — Chap. V. Des integrates multiples. Definition et proprietes fonda- 
mentales des integrates multiples. Cas ou la fonction devient iufinie ou inde- 
terminee. (Juelaues formulcs relatives aux integrales triples. — II* PARTIE. 
— L'6quation ae Laplace et ses applications. D^veloppements en sdries. — 
Chap. VI. De Vequalion de Laplace. Formule fondamentale. EnoncE dii prin- 
cipe de Dirichlct. Problemc de Dirichlet dans le cas d'une sphere. Sur une 
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gin^alisation de Tinlegrale de Gauss. Principe do Diridilct pour unc surface 
coDTcxe. — Chap. VII. Attraction et potentiel. Definitions etprcniieres pro- 
pridles du potentiel. Formule dc I'oisson. Proprieies caracteristitiues du noicn- 
tiel. Attraction d'un elIipsoYd<\ Attraction d'une couche supcrfiriellc. Theo- 
reme de M. Bertrand. Methodc dc .M. Hobin pour la rcclu'rclio d'une couclic 
sans action sur un point .inlcricur. — Ciiai»., VIII. Integrations des series. 
Series enlieres. Des series uniformcmcnt converj^enlos. Des scries ordonnecs 
suivant les puissances entieres et croissantes de la variable. — Chap. IX. Des 
series trigonome'triques. Gcncralilcs. Intcgrale dc Diricblel. Seric do Fourier 
Ordre des coenicicnts. Sa convergence conforme. Sur les series Irigonoraelri- 
ques les plus gen^rales. Tbcorcnie de M. Cantor. L'inttxi'<»Iti ^^ Poisson. Kc- 
presentation approchee des fonclions. — Chap. X. Series multiples. Gcncralit^s 
sur les series multiples. Theorcinc de Caucliy. Quobjues applications. Exernplcs 
<le series multiples oil les entiers nc sont pas arbitraircs. — III* FAIITIE. — 
Applications g^ometriques du Calcul infinitesimal. — Chap. XI. Theorie des 
enveloppes. Surfaces reglees. Congruences et complexes. Theorie des cnve- 
loppes. Surfaces developpables. Surfaces rc^Ices. Congruences de droites. 
Generaliies sur les complexes. CoiViplexes lineaircs. — Chap. XII. Theorie du 
contact. Courbure. Contact des courbcs planes. Courbure des courbes planes. 
D^vcloppees et dcveloppantes. Contact des courbcs gaudies. Contact des courbes 
et des surfaces. Kemar({aes sur les courbes gaudies algdbriques; formules de 
^y%. Courbes dout les tangentes appartiennent ^ un complexc lin«.*aire. — 
Chap. XI II. Courbure et torsion des courbes gaudies. Formules fondamen- 
^a/e5. Courbure et torsion des courbes gauches. Centre de courbure. Formules 
»e Frenet. Quelques applications. Diheloppees des courbes gaudies. Helices. 
Courbes spheriques. — Chap. XIV. Des courbes tracees sur une surface. De 
\t ^^l^rburc des courbes trace^es sur une surface. Theoremes d'Kulcr el de 
Jleunier. Lignes de courbure. Proprietes et equations geutirales. Theor^nie de 
joachimstahl. Thcoreme de Dupin. Surface enveloppe de spheres. Cyclidc de 
*^"pin. Gen^ralitds sur les lignes asymptotiques. Quelques cxemples. ^ignes 
asympioiiques de certaines surfaces icglecs. — Chap. XV. Surfaces applica- 
^f^S' Representation conforme. Cartes geographi(jues. Expression ciu carr6 
"j^J clement d'arc sur une surface. Representation conforme d'un plan sur un 
P'an. Quelques exemples de representation conforme. Sur les substitutions 
iin^aires. Carle d'une surface. 
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Tenveloppe d'une serie de spheres touchant une sphere et 
deux plans parallMes, c'est-a-dire un tore. 

R^ciproquement, la transform^e d'un tore est 6videmment 
unecyclide, ce qui prouve d'ailleurs Texistence de la cycHde. 

XX. — Trajectoires orthogonales d'un plan mobile. 

Les trajectoires orthogonales d'une famille de surfaces sont 
deslignes qui renconlrent les surfaces de la famille a angle 

droit. 

Proposons-nous de trouver les trajectoires orthogonales 
dW plan mobile 

(0 ax-{- by -{- cz — p = o, 

o»6,c,pd6signant des fonctions d'unparam^tre t^ lellesque 
I ^1^, csoient pr^cisement les cosinus directeurs du plan. En 
I . appelant dx^ dy, dz les composantes de Pelement ds d'une 

trajectoire orthogonale, les equations diflerentieUes de cette 
J trajectoire seront(i)et les suivantes, dont deux seulement sont 

i distincles, 

r 

/ » dx dy , dz 

ds ^ ^ ds ~~ ^ ds ~ ' 

Ces Equations integr^es feront connaitre x^y^ z en fonction 
de^etde deux constantes arbitraires a, [3. 

Considerons les courbes que Ton obtient en donnant une 
valeur determin^e a [3 : si I'on elimine a entre les equations 
de ces courbes, on obliendra Tequation d'une surface S a 
laquelle les plans mobiles seront normaux; plus generalement, 
on ohiiendra une surface S a laquelle les plans mobiles seront 
normaux en liant entre eux a et [3 d'une maniere quelconque 
eten les elimlnant des equations des trajectoires. 

Je dis que la surface S ainsi obtenue a pour lignes de cour- 

bure ses intersections avec le plan mobile et les trajectoires 

orthogonales de ce plan. Et en effet les normales a la surface 

le long des intersections avec le plan mobile sont dans ce 

L. — Traite d* Analyse, VII. 4 
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plan et forment une d^veloppable. De la une infinite de 
moyens de se procurer des surfaces dont les lignes de cour- 
bured'un systeme sont planes, et meme sph^riques, en faisant 
usage d'line transformation par radons vecteurs r^ciproques. 

11 y a plus, un raisonnement analogue au precedent prouve 
que les surfaces lieux des trajectoires orthogonales d'une 
famille de spheres ont pour lignes de courbure leurs inter- 
sections avec les spheres mobiles. 

J. -A. Serret, dans les tomes XLI etXLII des Memoires de 
C Academie des Sciences et dans les noles du Calciil diffe- 
rentiel et integral de Lacroix, a etudie les surfaces dont les 
lignes de courbure sont les trajectoires ortliogonales de plans 
ou de spheres mobiles. 

XXI. — £tnde des lignes asymptotiqnes. 

Nous avons appele lignes asymptotiques d'une surface 
celles qui, en chacun de leurs points, sont tangentes aux 
asymptotes de Tindicatrice, et nous avons vu qu'elles avaient 
pour Equation differentielle 

(i) r dx'^-\- IS dx dy -\- 1 dy^ = o. 

Qiiand I'equation de la surface est donnee sous la forme 

Tequation de I'indicatrice est (p. 3) 

/H(X-a7)2-i-...-4-2/23(Y-j.)(Z-z)4-...= i; 
I'equation de ses asymptotes est 

/ii(X-a7r--i-....4-2/23(Y-^)(Z-^)-+-... = o; 

par consequent, Tequation des asymptotiques s'obliendra en 

remplagant X — x^ Y — j', Z — z par dx^ dy^ dz, ce qui 

donnera 

fiidx^ H- . . . -t- 2/23 dydz-\-... = o 
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ou, sous line forme condensee, rf-yr= o, en considerant 
x^ y^ z comme des variables independantes. 
Comme on a identiquement 

diz =p d^x 4- q d^y -!- {{rdx^ -+- 'is dx dy -\- t dy^), 
r^quation (i) peut aussi se meltre sous la forme 

p d'^x -T- q d^y — d^z = o, 

qui exprime que la direction p^ q, — i , de la normale a la 
surface, est perpendiculaire a la direction d'-x^ d'^j d} ^ 
de la normale principale a la courbe, done : 

Dans toute asymptotiquey Le plan osculateur est tan- 
gent a la surface y et reciproquenient ; les asymptotiques 
peuvent se dejinir des courbes dont le plan osculateur est 
tangent a la surface, 

Le theoreme de Meusnier ne peut pas fournir alors le 
rayon de courbure d'une asymptotique, et, en effet, le rayon 
de courbure de la section normale tangente a Tasymptotique 
est infini, et, pour obtenir le rayon de courbure de I'asym- 
ptolique, il faudrait le multiplier par le cosinus d'un angle 
droit. 

Si Ton se souvient (p. 4) que les asymptotes de Tindica- 
trice coupent la surface en Irois points confondus ou ont 
avec elle un contact du second ordre, on pourra encore 
enoncer le theoreme suivant : 

Les tangentes aux lignes asymptotiques ont un contact 
du second ordre a\?ec la surface. 

II resulte de la definition nieme des asymptotiques que, si 
on les projette sur un plan normal a la surface passant par 
une de leurs tangentes, elles toucheronl en projection leur 
tangente en un point d'inflexion. 

La formule dc Lancret 

d^ = d^ -\- d-z 
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se r^duit, pour une ligne asymplotique, a 

d^ = d-z, 

puisque Tangle 6 du plan osculateur et du plan tangent a la 
surface est toujours nul. On pent done dire que : 

La torsion giodesique d^une ligne asymplotique est 
egale a sa torsion proprement dite. 

EUe est done donn^e par la formule (p. 28) 

Une ligne asymptolique ne saurait etre plane a moins d'etre 
droite : cela r^sulte de la formule 

d^ ^ d^ -{- dz, 

SI Ton J suppose rfT = o, il reste d^ = d^] mais la torsion 
g^od^sique ne peut 6tre nulle que suivant les sections prin- 
cipales, done rf9 n'est pas nul; mais 6 est Tangle du plan 
osculateur avec le plan tangent; cet angle doit done ^tre 
indetermin^ si la courbe est plane, cette courbe doit done 
^tre une ligne droite. Autrement, si une asymptotique est 
plane, son plan doit etre tangent a la surface*, ce plan tangent 
dolt done etre tangent suivant une ligne qui alors sera sin- 
guli^re, a moins d'etre une gen^ratrice rectlligne dont le 
plan sera alors Ind^termin^. On verralt de m^me que I'helice 
ne peut pas etre, en general, une ligne asymptotique, car, 
dans la formule d^ =^ d^ -\- d-z^ II faudrait encore supposer 
6^0 = 0, rfT = o, et Ton ne peut pas avoir sur une surface 
dif = o, si ce n'est le long d'une ligne de courbure. 

XXII. — Ligne s asymptotiqaes des surfaces dn second ordre. 

Soit 
(i) A^2^_ 6724-032 = I 

r^quation de la surface dont on desire les asymptotiques ; 
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leur equation est 

fix dx^ -h 2/j3 dy dz -^, . , = o 

et, dans le cas actuel, 

kdx^-^Bdy^^Cdz^ = o. 

Remplagons dz par sa valeur tir^e de (i) : nous aurons 

-^ G \ — Xx^ — B72 » 

c'est-a-dire 

B dy^ (1 — Xx^)-\- 1 AB iFj^ dx dy -\- X dx^(i — B^*) = o 
ou 

('i) By'^{i — Xx^)-^iXBxyy''i-X{i — By^)=zo. 

Differentions : nous aurons 

By[(i — Ax^)y'-^- Xxy] = o, 

d'ou Ton lire, en supposant B^o, 

y = o ou (i — Ax^)y'-^ Axy =0; 

y^ ==^ o donne des droites que I'on obtient en supposant y 
constant dans T^quation (2)*, en eliminant y entre I'autre 
equation et (2), on a 

Ax^ -h B/2 — 1 = 0: 
c'est I'enveloppe des projections des generatrices. 



XXIII. — Des lignes geodesiqnes. 

On appelle lignes geodesiques d'une surface celles dont 
le plan osculateur est sans cesse normal a la surface ou, ce 
qui revient au m^me, celles dont la normale principale coin- 
cide avec la normale a la surface. Nous verrons plus loin que 
Ton peut encore les definir le plus court chemin d'un point 
a un autre sur cette surface (p. 877, t. V). 
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D'apres cela, en appelant p^ q les d^riv^es partielles du z 
de la surface, les Equations des lignes g^od^siques seront, en 
prenant I'arc pour variable, 

p " q ~" T 

ou bien encore, en appelant A, B, C les coefficients du plan 

osculaleur, 

kp-\- B<7 — G =0. 

Nous ne nous arreterons pas a etablir I'ldentile de ces deux 
formules; quant a la seconde, on a adjoint I'^quation de la 
surface. 

Si Ton suppose la surface donn^e par I'^quation 

r^quation des lignes geodesiques sera 

(a) A/,+ B/2 + C/3 = o, 

fxyfi-) ' • - designant les derivees de /. On peut lui donner 
une forme remarquable : si Ton d^signe par N le radical 



v//*?-^/2+/3»ona 



ou, en differentiant, 



Remplacons/i,/2,/3 paries quanlites d^x, d^y, <i-;3qui leur 
sont proportionnelles, quand on prend Tare s pour variable, 
ou mieux par leurs expressions d^xds — d'^sdxj . . . rela- 
tives a une variable quelconque; nous aurons 



ou bien 



^{d^xds — d'-sdx)d(^\ = o 



y id-^x ds — d'-sdx){^ d/i - t\ dN) = o, 
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c'est-a-dire 

N dsy^dfi d^x - N d^s^dfx dx 

— dN ds^fi d^x -+- rfN d^s^fi dx = o; 

en faisant alors usage des formules 

^/i dx = o, ^(d/i dx -+-/, d^x) = o, 

la precedente devient 

N ds^dfi d^x—^dfi dx{^ d^s — dNds) = o) 

cette equation peut s'ecrire 



^d/,d^x 
^ d/i dx 



d'^s dN 

— I — -— = o. 
ds N 



Telle est la forme donnee par Joachimstahl a r^quation 
des lignes geod^siques, et demontree par M. O. Bonnet par 
des considerations purement geoni^triques. 

Pour une surface du second ordre 



X^ y2 ^2 

_1_ Z. _L_ I • 



on a 



'j.x ,„ ,3 idxd'^x ,- - 'idx"^ 

— , df,d^x=-—^. df,dx=-^ 



on a done 

2, dfx d^x = - rf 7 dfi dx, 

et I'equation des lignes geodesiques s'ecrit 

d 7 , dfi dx - -.^ 

I ^ -^^ d^s dN 



2 v^ .^ , t/i- N 



^rf/irfa? 
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OU 

- log 2. ^f\ ^^ — \o^ds -h logN =. const. ; 
on a ainsi une integrale premiere imm^diatement. 

XXIV. — Proprietes des lignes geodesiqaes. 

Nous avons defini lignes geodesiques celles dont le plai^ 
osculateur est normal a la surface; d'ou ce premier th^orerae: 

Th^oreme I. — La normale principale d* une geodesique 
est normale a la surface siir laquelle elle est tracee. 

Si Ton se rcporte alors a la theorie des courbes a double 
courbure et si Ton se rappelle comment une courbe gauche 
se projette sur son plan osculateur, et sur les plans qui lui 
sont perpendiculaires, on pourra ^noncer cet autre theoreme : 

Th^oreme II. — La projection d' une ligne geodesique 
sur le plan tangent d la surf ace prSsente une inflexion au 
point de contact. 

Car le plan tangent passe par la tangente perpendiculai- 
rement a la normale principale. 

Theoreme III. — Une ligne geodesique est en general 
un minimum parmi celles qui passent par les deux rnemes 
points. 

En effet, prenons d'aboid deux points M et M' assez 
rapproches Tun de Tautre. Soient c la corde MM', s un arc de 
courbe quelconque trace sur la surface de M en M', R son 
rayon de courbure enM; soient ^Tarc de geodesique passant 
en M et en M', R' son rayon de courbure en M. On a 



s — c -\- 



'^4 R"^ 



2 



*' = ''-^^ + 
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d'ou 



s — s'= — 



Si les points M et M'sont assez rapproch^s, le premier terme 
dii second membre donne son signe a ce membre, et par suite 

k s — s'; si done on a s' <i 5, on devra avoir itt < k^ ainsi : 

De toutes les courbes allant de M en M', la plus courte 
aura en M la plus faible courbure, cette propriety ayant lieu 
quelque petite que soit la corde c; mais, si une ligne est la 
plus courte enlre deux points A el B, elle doit 6tre la plus 
courte entre deux quelconques de ses points M et M', suffi- 
samment rapproch^s, c'est-a-dire qu'elle doit avoir la plus 
faible courbure en M, parmi toutes les courbes allant de M 
en M'. Cette propriete avant lieu quelque petit que soit MM', 
on voit que la ligne minima est de toutes les lignes possedant 
meme tangente celle qui a la courbure la plus faible ; done, en 
vertu du theoreme de Meusnier, elle a son plan osculaleur 
normal a la surface. 

Cette demonstration prouve que, si une ligne est minima, 
elle est geodesique; mais elle n'etablit que partiellemenl la 
reciproque, c'est-a-dire qu'une ligne geodesique n'est minima 
que pour des points de son parcours suffisamment rapproches. 

Theoreme IV. — Etant donnee une courbe quelconque 



Fig. 3. 

N N' 



M M' 



MS {Jig* 3) tracee surune surface, on mene les lignes geo- 
desiques MN, M'N', . . . , normales a MS, et Von prend 



MN = M'N' = .... 
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Le lieu cles points N, N', ... sera normal aux lignes iMN, 

M'N', .... 

Soienl /• I'arc de g6od6siqiie MN, s Tare de la courbe NN', 
V Tangle de NN' avec NM : on a 

dx dx dy dy dz dz 

COSV — — h-- H • 

or Os Or ds Or Os 

Supposons que Ton fasse varier les longueurs, telles que MN: 
on aura 



dcosV dx d-x dx d^x 



Or 



Or OrOs Os or^ 



« • • » 



or on a 



Ox O^x Oy O^y Oz O^z __ i Ox^-\-Oy^-^ Oz^ i ^. i 



Or Or Os Or Or Os Or Or Os *2 Os 



Or* 



'2. Os 



= o; 



on a done simplement 



cos V Ox O^x 



Or 



Os Or- 



Oy O^y Oz O^z 
Os Or^ Os Or* 



En remplacant -^^ > 
tions 



O^x 
'0? 



O^x O^y 



par leurs valeurs deduiles des equa- 

O^z I 



Or^ ' 



/> = 



Or* • 



^= — 



Or* K/rHh>*H-<7i 



qui expriment que la normale principale a la ligne geodesique 
est la normale a la surfaee (/?, q designant, comme k I'ordi- 

naire, le ^ - et le ,- de la surface, R est le rayon de courbure 

' Ox Oy *^ 

de la ligne g^odesique), on a 



()cosV 
~~0r~ 



_ /Ox Oy Oz\ I 

= [0s^'^ Os ^ ~ 'O'sj iiJT^, 



q^ 



La direction /?, ^, — i est normale a la direction — , -—• — ; 
done 



Os 0s Os 



cosV 
Or 



= o; 



ainsi Tangle V ne depend pas de r, on peut done prendre 
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r=o; alors cosV = o, done cosV est toujours mil et, par 
suite, le theoreme est demontre. 

Hemctrqiie, — Si par un point fixe O on imagine une s(5rie 
de geodesiques de meme longueur OM, on obtiendra une 
courbe que Ton appelle cercle geodesiquCy el dont le point O 
est le centre, OM le rayon geodesique. Les rayons geode- 
siques coupent le cercle sous un angle droit. Ce llieoreme 
peut se deduire du precedent : on pent aussi demontrer quo 

— est nul ou que V ne depend pas de Torientation de la 

geodesique OM. 

Theoreme V. — Si deux geodesiques se coupent sous 
un angle injiniment petit dto, et si Von porte sur chacune 
d'elles, d partir de leur point O d^ intersection, des lon- 
gueurs e gales OM, 0M'= dl injiniment petites^ on aura 

MM=dldii). 

En effet, projetons la figure OMM' sur le plan tangent a 
la surface en O; soient m et m' les projections de M et M', 
Om et Om' ont en O un point d'inflexion. 

La difference entre mm' et MM' est du second ordre par 
rapport a chacune de ces deux lignes, on peut done prendre 
MM'= mm'] Tangle doi se projelte en vrale grandeur, car les 
tangentes a OM et k OM' sonl dans le plan tangent. Ces tan- 
gen tes sont aussi tangentes aOm etO/?i'; mais, conime ily a 
inflexion en O, les distances de M et m' a leurs tangentes sont 
du troisi^me ordre, comme mm' est du second ordre : on peut 
rem placer les points m et m' par leurs projections sur les 
tangentes en question, et I'on a alors 

mm'= MM'= da) dl. 

c. Q. F. D. 

Theoreme VI. — La torsion geodesique dune ligne 
geodesique est igale a sa torsion proprement dite, ce qui 
justijie la denomination de torsion geodesique. 
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Cela r^sulte de la formule 

car = - > rf8 =: o et, par suite, la torsion geod^sique es 

dz 
ds 



bien egale a -%-> torsion proprement dite de la courbe. 



Thi5:oreme VII. — Les torsions des courbes geodesiques\ 
qui passent par un meme point dhine surface varient done 
comme les carres des rayons vecteurs d'une double lemnis- 
cate de Bernoulli, 

Th6oreme VIII. — Les courbures des lignes geodesiquet 
qui passent par un meme point dUine surface varient | 
comme les courbures des sections nor males qui leur sent 
tangentes et, par suite, comme les carres des rayons vec- 
teurs de Vindicatrice, 

Puisque, d'apres le llieorerae II, ce sont des lignes de plus 
petite courbure parrai celles qui sont tangentes a une meme 
droite en un point donne. 

Remarque, — La courbure d'une ligne g^odesique tan- 
gente a une asymptote de rindicatrice est done nulle, et, si 
rindicatrice est une hyperbole equilatere, les g^odesiques 
tangentes a ses asymptotes aiiront a la fois une courbure et 
une torsion nuUes. 

Les lignes geodesiques donnent lieu a une geometrie sur 
les surfaces, qui a une grande analogic avec la ih^orie de la 
ligne droite en Geometrie plane; nous avons deja d^veloppe 
quelques-unes de ces analogies : nous nous bornerons a ^non- 
cer les propositions suivantes en laissant au lecteur le soin 
de les d^montrer. 

Si Ton appelle ellipse geodesique d'une surface le lieu 
des points tels que la somme des lignes geodesiques menses 
de ces points a deux points fixes appel^sybyer^ soit constante, 
la tangente a Tellipse geodesique en un point de cette courbe 
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partagera en deux parties egales Tangle des geodesiques allant 
du point de contacL aiix foyers. 

Plus generalement, le iheoreme ue Poinsot sur les tan- 
gentes aux courbes planes s'applique encore aux courbes 
tracees sur les surfaces; mais il faut substituer aux droites 
qui entrent dans T^nonc^ ordinaire de ce theoreme des geo- 
desiques. 

XXV. — Lignes de niveau et de pente. 

Les lignes de niveau d'une surface sont les sections paral- 
leles au plan des xy suppos6 horizontal. Les lignes de pente 
sont les trajectoires orthogonales de celles-ci. 

Par exemple, dans I'ellipsoide 

X^ y2 ^s 

a2 "^ 62" "^ ^ ^^' 

les lignes de niveau ont pour equation 

h designantune constante, et leur equation differentielle est 

X dx Y dv 
a^ ^ h^ 

leurs trajectoires orthogonales ont pour equation 

x dy y dx __ 
~a2 W~ ~^ 

ou 

b^x dy — a^y dx — o; 

en divisant par xy^ elle s'integre immediatement et donne 

b^ log/ — a^ logJF = const. = logX:, 

et Ton en deduit 
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el, en posant t^ = ^ et en modiOant le sens de Ar, 

ce sont des paraboles si g est commensurable. Quand a = 6, 

rellipsoi'de est de revolution et Ton a des droites, ce qui etail 

evident a priori, 

Clierclions encore les lignes de penle du paraboloi'de hyper- 

bolique 

1* 

X 

Tequation des courbes de niveau est y = mx ; ce sont des 
droites issues d'un point fixe, leurs trajectoires sont des 
cercles en projection. Dans Tespace, ce sont des courbes du 
quatrieme ordre. Les lignes de pente de tout conoi'de droit 
se projettcront pour la m^me raison suivant des cercles. 

Les lignes de niveau ct de pente des surfaces de revo- 
lution a axe vertical sont evidemment les parall^les et les 
meridiens. 



EXERCICES ET NOTES. 

•J. Trouver les lignes asymptotiques et les lignes de courbure de 
riielicoide gauche a plan directeur (c'est un conoifde engendre par 
une droite qui s'appuie sur I'axc d'une helice et sur cette helice en 
restant perpendiculaire a Taxe). 

2. Trouver les lignes asymptotiques d'un tore engendr^ par un 
cercle tournant autour d'une de ses tangentes. 

{Concours de licence, nov. 1882.) 

3. Trouver les asymptotiques de la surface 

x^ -hy^ -r- z^ — 3xyz = a', 
et montrer que cette surface est de revolution. 

4. Sur une surface quelconque, les lignes de courbure n*oiit pas 
d'enveloppc. (Moutard.) 
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f). Trouver les lignes de courbure du paraboloVde z = xy, 

6. Trouver les lignes asymptotiques du conoide 5 = cp ( — J ; mon- 
trer que ces lignes peuvent toujours se trouver par des quadratures. 

7. Trouver les lignes de courbure ct les asymptotiques de la 

surface 

xyz = a^. 

8. Si une ligne asymptotique est gcodesique, elle est droite. 

9. Si toutes les lignes asymptotiques d'un memc systeme sur une 
surface sent planes, cette surface est reglee et les asymptotiques en 
question sont les generatrices. 

10. Si les tangentes d'une courbe rencontrent une sphere sous un 
angle constant, cette courbe est une geodesique de c6ne ayant son 
soniiTiet au centre de la sphere. (Paul Seuret, Theorie geometrique 
et mecanique dis courbes d double courbure.) 

1 1 . Si les normales principales d'une courbe font un angle constant 
avee une droite fixe, cette courbe est une geodesique d'helicoide 
developpable. {Id.) 

12. Si les normales principales d'une courbe rencontrent une 
droite d^e. D, cette courbe est une geodesique d'une surface de 
revolution autour de D. {Id.) 

13. Si les tangentes a une courbe rencontrent une droite fixe, 
celle courbe est plane; on peut deduire de la un moycn pour expri- 
rocr qu'une courbe est plane. 

14. Toute surface developpable est la surface rectifiante de ses 
geodcsiqucs. 

15. Si Ton fait rouler un plan sur une surface developpable S, une 
courbe G, tracee sur le plan, engendrera une surface S'; la courbe C 
sera a la fois dans toutes ses positions ligne geodesique et ligne de 
courbure de S'. Si la courbe G se reduit a une droite, la surface S' 
sera developpable. (Monge.) 

1(5. Toute developpable ayant ses lignes de courbure planes est un 
helicoide. 

17. Toute developpable circonscrite a une surface le long d'une 
ligne de courbure plane est un helicoide. 
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18. Toule developpable ayant pour lignes de courbure ses gene- 
ralrices et des cercles est un c6ne de revolution. 

19. Lignes asymptotiques de la surface z z=f(x) — /(jy)- 

20. Lignes de courbure de la surface 

e-^ = sinarsinj'. 

21. Les lignes asymptotiques de la surface tetraedrale 
sont donnees par (i) et 

m m nt 

a4- p -1- Y = o; 
a, p, Y sont d'ailleurs arbitraires. 



g6om6trie sph6rique. 
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CHAPITRE n. 

GfiOMfiTRIE SPHfiRIQUE. 



I. — Coordonnees spheriqnes. 

On peut represenler un point M sur la sphere, en le rappor- 
tant comme il suit a un triangle trirectangle x^ y^ z. Soit O 



Fig. 4. 




le centre (Jig- 4) • par x ely nous ferons passer des arcs de 
grand cercle ^Q, yP rencontrant le point M. Nous poserons 

5 = tang^P, 71 = tang^Q; 

en appelant Xy y, z tes coordonnees de M par rapport aux axes 
OxyOy.Oz.on^ 



<i) 



s=i' 






En effet^ par exemple, on a 

5 = OM cosMP cos-sP, 
X = OM cosMP sin^sP ; 
L. — Traite d' Analyse, VII. 
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d'ou 

Les formules (i) serviront au calcul des coordonnees sphe- 
riques 5 el */; d'un point dont on connaitra les coordonnees 
ordinalrcs. 

On peut d'ailleurs, a un autre point de vue, consid^rer les 
coordonnees Xy i', z comme des coordonnees spheriques 
homo genes. 

Equation d\in grand cercle, — Un grand cercle est la 
trace siir la sphere d'un plan qui passe par le centre : son Equa- 
tion est 

(2) Aar-I- B/-h C5 =0; 

en divisantpar;; eten faisant usage des formules (i), on aura, 
pour tons les points du plan (2) silues sur la sphere, 

(1) A5-f-BT^-i-C=o; 

c'est I'equation d'un grand cercle, son Equation rendue homo- 
gene est (i). Reciproquement, toute equation du premier 
degre en ^ et Tj, ou homogEne en j:, y, 5, reprEsente un grand 
cercle; lorsque cette Equation est de la forme 

X cos 0L-\- y cos ^ -\- z COSY ~ ^» 

cosa, cosp, cosy sont les coordonnees homogenes du pole 
de ce cercle; car ce sont les cosinus directeurs de la normale 
au plan du grand cercle, et par suite les coordonnEes du point 
situE a la distance un de Torigine et situE sur la normale au 
plan du grand cercle. 

Equation d^un petit cercle, — L'equation d'un petit 
cercle s'obtiendra en faisant, dans TEquation d'un plan 

Aa? -h B7 -f- C^ 4- D = o, 

x = \z,y = r,z, d*ou 

(A$-hB7)-hG)^-hD=o; 
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d'ailleurs, en supposant le rayon de la sphere egal ^ i , on a 

et par suite 

I 

z = 



J_4_-rl 



on a done, pour I'equation du petit cercle, 

ou, sous une forme horaogene, 

c'est Tequation du c6ne droit a base circulaire, le pole du 
cercle a pour coordonnees homog^nes A, B, C. 

/distance de deux points. — La distance spherique 8 de 
deux points ($, •/;) et ($', tj') ou (^, y, z) et (j:', y, £) est 
^videmment donnee par la formule 

co?> =: xx' -{- yy' -{- zz' = 



qui n'est autre que T^quation d'un petit cercle. 

Angle de deux arcs de grand cercle, — II est 6gal a la 
distance de ieurs p6les. 

II. — Theorie des tangentes. 

L'arc de cercle tangent a une courbe representee par une 
relation entre $ et ti est facile a trouver, il suffit d'exprimer 
qu*il passe en $, ti et en $ + rf$, ti + rfri ; on a alors, en appe- 
lant 3, H les coordonnees courantes, 

Si Ton designe par 

/(^T,)=0, 
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ou mieuxpar 

l^^quation de la courbe rendue homog^ne, I'equation de I' arc 
de grand cercle tangent sera 

\ ■ • - -r- Y -f- -f- Z --^ = o; 
ox Oy Oz 

le p61e de ce cercle a pour coordonn^es ~> -— > ^— ou, sil'on 
veut, flfyj, — d\^ r^d\ — \d'r\. 



III. — De la courbe polaire. 

On appelle courbe polaire d'une courbe donnee le lieu 
des p6les des arcs de gran d cercle tangen ts a la courbe donnee ; 
son equation s'obtient en eliminant x^y^ z entre 



(0 






/( 


•^,7, 


z) = 


= 0, 










X 


Ox 


Y- 


¥ 

'^^y 




Z - 


Oz' 


et, 


comme on 


a 




















X -f- -^ 
Ox 


^ Oy 


-h z 


Oz 


-0, 





on pourra remplacer (i) par 

Xx -+- Yy -h Z-3 = o. 

II existe une sorte de reciprocity entre la courbe et sa 
courbe polaire : ainsi, quand la courbe VJ est polaire de C, 
C est aussi la courbe polaire de C. 

Soient, en effet, A, B deux points voisins de la courbe C : 
pour obtenir le p61e de Tare de grand cercle passant par A 
et B^ on decrira de A et B comme p61es deux arcs de grand 
cercle, leur intersection I est le p6le de AB; or ils sent tan- 
gents au lieu du point I; done A est le p61e de I'arc de grand 
cercle tangent en I. c. q. f. d. 

Autrement, pour passer du point A(a:, jk, z) de la courbe 
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pfOj)osee au point ^.\x^, y, z^) de la polaire, on d^crit un 
^rc de grand cercle normal a la coiirbe et sur cet arc on 
compte un quadrant; on a done 

(«) xx' -\-yy -^ zz' = o. 

L'equation du cercle normal en A est 

(\ — x)dT-^(Y-j)dy^(Z — z)dz = o, 

et, comme x^ -\-y' -r ^- = o, on a j: t/x -j- jk dy '\' z dz = o \ 
I'equation du cercle normal est done 

X dx -hY dy -^Zdz = o. 

Sur ce cercle se trouve le point (x\y\ z'), done 

x'dx ~- y' dy -\- z' dz = o\ 

nnais, en differentiant (a), on a 

X dx' -f- x' dx -h . . . = o, 

e'est-a-dire, en vertu de I'equation precedente, 

X dx' -{- y dy' -+- z dz' = o, 

qui exprime que le cercle normal en x' y' z' contlent le point 

IV. — Courbure et developpees. 

L'enveloppe d'une courbe spherique contenant dans son 
equation un parametre variable est le lieu des intersections 
successives de cette courbe : la th^orie des enveloppes sur la 
sphere se fait comme sur le plan; nous n'avons done rien a 
ajouler a ce qui a ^t(§ dit plus haut. Observons seulement que 
la courbe polaire d'une courbe est Yenveloppe des grands 
cercles ayant les points de la courbe proposee pour p61es. 

Si, par les extr^mites d*un arc ds de courbe spherique, on 
mene des arcs de grands cercles tangents a cet arc, leur angle 
eest ce que Ton appelle I'a/i^fe rfe contingence geodesique. 
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La liraite da rapport ^ est ce que Ton appelle la cou 

geodesique, 

Le grand cercle tangent en ^, y, 2 a pour Equation 

AX-+-BY-i-GZ = o, 

et, comme il passe par les points (x^y^ s) et .r + dx^y 
z + dz, on a 

^X(zdy—ydz) = o; 

le grand cercle tangent indniment voisin a pour equal 

^X(^ dy — y dz -^ z d^y — y d'^z) = o; 

on a done 

ViPH A^ -I- B7 -f- CzY 



sin2£ = 



[2(^^/-j^^)'] 



en appelant A, B, G les coefficients d'^zdy — d^ya 
du plan osculateur. On pent encore ^crire, en observa 

_ A a? -4- By -\-Cz 
^ ~ dx^-^dy^-h dz^^ 

et en appelant 6 Tangle que fait la binormale avec le 
du point (x, y, z) et p le rayon de courbure de la c 

cos 6 , 
£ = as, 

P 
d'ou 

£ I COS 8 

ds ~ ^ ~ p ' 
done : 

La courbure geodesique est la projection de la cox 
ordinaire sur le plan tangent. 
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V, — De rindicatrice sphdrique. 

SI par le centre d'une sphere (que nous supposerons de 
rajon un pour plus de simplicite) on m^ne tous les rayons 
paralleles aux tangentes d'une courbe donn^e, on forme une 
surface conique dont la trace sur la sphere porte le nom 
i^indicatrice spherique dela courbe proposee. Cette indica- 
trice a elle-merae une indicatrice que nous appellerons la 
seconde indicatrice de la courbe proposee. 

Th6oreme I. — Si par le centre de la sphere on mene des 
plans paralleles aux plans osculateurs d^ une courbe, les 
arcs de grands cere les quails determine nt sur la sphere 
^nveloppent I 'indicatrice de cette courbe. 

En effet, le plan osculateur ^tantparallele a deux tangentes 
•nfinimentvoisines, le plan parallele au plan osculateur mene 
par le centre de la sphere contiendra deux generatrices du 
cone qui a pour base Tindicatrlce^ il sera done tangent a ce 
cone; les traces de ce plan et du cone sur la sphere seront 
Jonc tangentes. c. q. f. d. 

Th^oreme II. — Si par le centre de la sphere on mene 
^^^^18 axes paralleles aux trois directions principales d'une 
courbe, le premier (parallele a la tangente) decrira Vin- 
dicatrice, le second (parallele a la normale principale) 
decrira la seconde indicatrice, le troisieme (parallele a 
If' binormale) decrira la polaire de I' indicatrice, 

Eneffet, la parallele a la normale principale est situ^e dans 
"1^ plan parallele au plan osculateur; sa trace est done situee 
sur {'arc du grand cercle tangent a la courbe indicatrice et 

a une distance da point de contact egale a -; le point corres- 

pondant de la seconde indicatrice est precisement situ^ de 
lameme fagon, etc. 
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VI. — Theordmes de M. 0. Bonnet et Jacobi. 

Considcrons iin polygene sphirique : prolongeons cha- 
cun de ses cdtes ab^ be, cd^ da {fig* 5), puis des points a, 6, 
c, d com me centres decrivons des arcs AA', BB', GC, Diy 



Fijr. 5. 




(fvec itn rayon spherique d^un quadrant. La figure 
AA'BB'CC'DD' porta gera la sphere en deux parties 

e gales. 

En effet, la figure en question est ^gale ^ Taire du poly- 
gone P plus la somme des aires des triangles aAA', 6BB', . . . , 
respectivement mesur^s par les angles ext^rieurs A a A', 
B6B', . . . , que nous appellerons a', b\ . . . ; en appelant done X 
Taire en question, on aura 



M) 



x=p-2«'' 



mais Taire du polygone P, dont nous supposerons le nombre 
des c6tes egal a /i, a pour mesure 



i'X) 



V = ^« — (n — 2)7:, 



yia d^signant la somme des angles int^rieurs du polygene. 
Or a = 7: — «', done Sa = mz — Ha'; la formule (2) devlent 
alors . . 

P = 27r-ya', 
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el (1 ) devient 

X = 27r; 

ainsi la surface en question est bien egale a la demi-sphere. 
(II est inutile de faire observer que, si le polygone P n'etait 
pas convexe , les triangles, tels que a AA', devraient etre afTect^s 
de signes convenables.) 

Celte proposition, due a M. Bonnet, a pour corollaire le 
theorem e suivant du a Jacobi : 

Th^oreme. — La seconde indicatrice spherique dUine 
courhe fermee partage la sphere en deux parties egales^ 
ety en general, V indicatrice d^iine courhe spherique fer- 
mee quelconque jouit de cette propriete, (Les courbes en 
question sent supposees sans points anguleux*, si ellesavaient 
de tels points, on corrigerait facilement I'enonce.) 

Pour le prouver, il suffit de supposer que le polygone de 
M. Bonnet se r^duise a une courbe ; le contour A A'BB'CC'DD' 
se reduit alors a son indicatrice. 



VII. — Theorie des images de Gauss. 

Gauss a donn^ le nom i* image spherique d'une portion 
de la surface termin^e a une courbe fermee C, a la portion 
de sphere inscrite dans ce qu'il appelle Vintage de la 
courbe C 

Uimage de la courbe C est la courbe que Ton obtient 
fuand on cherclie sur une sphere de rayon un le lieu des 
traces des rayons paralleles aux: normales a la surface menees 
lout le long de la courbe C; d'apres cela, on voit que ; 

Th^oreme. — L image spherique d^une ligne asympto- 
tique est la courhe polaire de son indicatrice spheriqiie. 

Gela resulte de ce que le plan osculateur de Tasymptotique 
etant le plan tangent ^ la surface, sa binormale est precise- 
men t la normale de la surface. 
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Nous allons mainteaant d^montrer un th^oreme de Gauss] 
qui est d'une importance tr^s grande dans la th^orie des sui 
faces et dont ce g^omelre a fait usage pour definir la coui 
bure (voir Disquisitiones circa superficies cur\^as). 

Th^oreme DE Gauss. — Autour d'lin point M d'une surA 
face, decrivons une aire fermee dQ : soient dQ! son image\ 
spherique, R el R' les rayons de courbure principaux 
enM.\ on aura 



Pour demontrer ce curieux theoreme, nous prendrons, 
pour element d'aire Q, le triangle ayant pour sommets Ic 
point M, dont les coordonnees seront x^ y^ z, et deux points 
voisins ayant pour coordonnees x + dx^y -}- dy, z -\- dZy et 
X + 8x, y + oy, z -{-^z; nous designerons par X, Y, Z les 
coordonnees de J'image du point M, et Timage du triangle Q' 
sera un triangle ayant pour sommets trois points dont les 
coordonnees seront X, Y, Z; X + rfX, Y + rfY, Z -|- r/Z, 
etX + oX, Y + SY, Z-I-8Z. 

La projection de Taire Q sur le plan des xy est 



la projection de Taire Q' est dY 8X — dX. 8Y, et, comme les 
aires Q et Q' sont paralleles, leurs rapports seront ^gaux k 
ceux de leurs projections; on a done 

dQ!^ __ dY^\ — dX^Y 

dil dy ox — dx 8y 

c'est-a-dire, en vertu du theoreme de M. Bertrand sur les 
determinants fonctionnels, 



du "" d(x,y)' 
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dz dz 

or, en posant /?=— ,gr=— ,ona 



r.r. 



done 



X = 



y/pi^qt^^ 



Y = 



\/p' 



(i) 



d^ ^ d{\, Y) ^ d{\, Y) c^O^jr). 



mais 



^X 



dp 



ip' 



I)-' 






n^ 



ip'^ 



0^ 



done 



^iP^9) {p'-r-q'-r-l}^ U "^7^^ H" ^' )^ ' 

or on a aussi, en appelant /•. s^ t, les derivees secondes de Zj 






s\ 



On a done, au lieu de (i), 



dQ' 



rt — s^ 



dil {i-hp^-^q^y KK 



I > 



ce qui demontre le theoreme enonc6. On en conclut 



rt ?2 

dQ'=- ^ da; 



sl Ton veut I'aire d'une portion finic d'image, il faudra rem- 

plaeer dQ par dx dy \J \ -\- p'^ -\- q^ et integrer pour tons les 
points de la portion de surface consideree ; on aura ainsi 



'-ffi 



rt — s^ 



- dx dy, 



(lH-/?2-h5r2)2 
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en observant que 



on pent aussi ecrire 



-ffz 



dpdq 



La quantiie Q' dont nous venons de donner plusieurs 
expressions, et qui represente Taire de I'image d'une portion 
de surface, est ce que Gauss appelle la courbure totale de 
cette portion de surface. 

II est bon d^observer que, Taire de la surface elle-m^me 
etant 

on pent la mettre sous la forme 

rC^Kda' 

ou encore 

f rB.R'dhsin^d^, 

6 designanlla colatitude et ^ la longitude de I'image de i'^le- 
nient dQ. 



VIII. — Sur les images des lignes de coorbnre. 

Solent Xj y, z les coordonnees d'un point M appartenant 
a une ligne de courbure d'une surface S; soient S, 7;, IJ les 
cosinus des angles que la normale a la surface S fait avec les 
axes; i, vi, !^ seront aussi les coordonnees de Fimage du point 
M sur la sphere de rayon un d^crite de I'origine comme 
centre. 

Soient R et R' les rayons de courbure principaux en M : 
on a par le th^oreme de Rodrigues 



(I) 



dx _ dy __ ^^ __ r^ . 
d^^d^^di"' 
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or, en appelant ds et dfj les arcs correspondants de la ligne 
de courbure consider^e et de son image, on tire des for- 
mules (1) 

des forinules (i) on lire encore 

dx = R<i;, dy = Rrfr), dz — RrfJJ, 

d'ou 

; rf2a;= R^«5-f-^rfR, 

rf*/= Rc?«7)H-t/r,rfR, 
diz= Rt/2j;H-^6fR 

el, par suite, 

(3) djrd^z—dzd*jr= R*(^r,<i2^ — <:/;t/«7)); 

done : 

Th6o^eme — Les lignes de courbure et leurs images 
ontaux points correspondants : i " des langentes par alleles; 
7^ des b inor males par alleles ;Z^ des normales principales 
par alleles. 

Par suite, elles ont les mimes indicatrices spheriques, et 
suivant deux arcs correspondants les plans normaux a la 
surface et d la sphere sont par alleles. 

Deux arcs correspondants ds et di sur la surface et sur 
la sphere sont lies entre eux par la relation 

J ds 

R designant le rayon de courbure de la courbe tracee sur 
la surface. 

Les images des lignes de courbure forment comme ces 
courbes un riseau orthogonal. 
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Les Equations (3) ^lev^es au carr6 et ajout^es donnent, ail 
appelant p le raj on de courbure de 1 'image, 

ou, en vertu de (2), p = i; ainsi le rayon de courbure de] 
V image est egal au rayon de la sphere. 

En g^n^ral, toutes les surfaces parall^les ont des images de 
lignes de courbure coincidenles; mais il est clair qu'il exig- 
tera une infinite d'autres surfaces dontles lignes de courbure 
auront encore les m^mes images. 



IX. — Lignes d'une surface dont les images sent les generatrices 

de la sphere. 

Soient 



(I) 



/(^»7, ^)=o 



les equations d'une surface; /<, f^, /a, ... les deriv^es -r^, 
J., Z, Gherchons la ligne de cette surface dont Timage 

est donnee par T^qualion de deux generatrices de la sphere 
representees par les equations 



J _ 



(2) 



Ixi -t- my I -h nzi = i , 



/, m, n etant li^s par la relation i^ -\- m^ -\- n'^ z=z i '^ alors 
^4, y^, z^ designeront les coordonn^es courantes. II faut 
exprimer que la droite 



(3) 



^ __7i _ -fi 

/l /2 /s 



paraliele a la normale en x^ y^ z k la surface (i) mende par 
I'origine, rencontre laligne(2); en d'autres termes, pour avoir 
la ligne cherchee, il faut diminer x^, y^^ z^ entre (2) et (3), 
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ce qui donne, en observant qu'a la suite des rapports (3) on 
pent ecrire = -j-^ "^ 7- ou meme = 7> ^ >-> 

(4) /fH-/i+/i = (Vi + '^/2-^'*/3)'; 

celle equation est Tequation d'une surface, imaginaire bien 
enlendu, qui par son intersection avec (i) fera connaitre la 
ligne cherchee. 

Cette surface (4) est une developpable circonscrite a la 
surface (i)*, (i)et(4) repr^sentent la courbe de contact. 
L'equation (4) peut s'ecrire 

et, comme les carres qui figurent dans cette equation ne sont 
pas distincts, elle se decompose en deux autres du premier 
degre en/t, f2ifz''t notre developpable se compose done de 
deux cylindres circonscrits a (i). Ces cylindres contiennent 
la ligne reelle 

I m n ' 

si I'on suppose / = o, m = o, ai = i , (4) se reduit a 

et I'on voit ainsi que les generatrices des cylindres en ques- 
tion sont les droites isotropes situ^es dans les plans paral- 
' leles au plan tangent qui.contient les generatrices conside- 
r^es de la sphere; done : 

Si I'on circonscrit des cylindres isotropes {c^est-d^dire 
a generatrices isotropes) a une surface, les courbes de 
conlctct auront pour images les generatrices de la sphere. 

Bapporlons maintenant la surface a son plan tangent et a 
sa nornaale : son equation sera 

z = \{rQX^-\- ^07^)4-...; 

en prenant I'axe des x et I'axe des y dans les sections prin- 
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cipales, les courbes qui ont pour images les generatrices de 
la sphere ont, en vertu du th^or^me de Dupin, leurs langentes 

conjugu^es des directions y/ — i et — \J — i ^ ces directions 
sont done — J — i et — -- J^ i , elles sont done egalemenl 
inclin^es sur les lignes de courbure; done : 

Si I'on connate sur une surface les lignes dont les 
images sont les generatrices de la sphere, on obtiendra 
les lignes de courbure de cette surface en cherchant les 
lignes qui partagent en parties egales V angle des pre- 
mieres* 

Lorsque sur une surface les rajons de courbure sont 
^gaux r=:^ et To = ^o? les courbes que nous consid^rons 
ont pour tangentes les droites isotropes, et la m^me chose a 
lieu si To = — ^0 i "^ais alors ces courbes sont conjuguees et 
I'on voit que : 

Sur les surfaces dont les rayons de courbure sont en 
chaque point egaux et de signes contraires, les courbes 
dont les images sont les generatrices de la sphere sont des 
courbes conjuguees. 

X. — Digression sur une propriete des cerdes orthogonaux. 

Gherchons la condition pour que deux families de cercles 
sur la sphere se coupent orthogonalement; nous allons 
bient6t avoir a nous servir du resultat auquel nous allons 
arriver. Soient 

{ax -\-by -\- cz)^ — {x^-^y^-\- z^)=^Oy 
{a'x -+- b'y -+- c'^)2 — {x^ -\. y^ ^ z^) = o 

les Equations des deux families de cercles; nous poserons 
pour abreger 

x^'\-y^-\-z^=K'^, ax-hby-hcz^P, a'x-hb'y-\-c'z = P', 
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ensorte que ces deux equations pourront s'^crire 
(i) P2— R2 = o, P'*— R2 = o; 

les demi-d6rivees de leurs premiers membres par rapport a x 

sont 

La condition d'orthogonalite des deux cercles est 

ou 

(2) pp'(aa'-i-6^>'-f-cc')- P2_p'2-i- R2 = o. 

La condition cherchee s'obtiendra en eliminant x^ y, z 

entre (i) et (2), ce qui donne (en eliminant, ce qui revient 

au meme P, F, R) 

aa' -T- bb' -+- cc' = i . 

Cette relation doit avoir lieu, quelle que soit la valeur des 
parametres des families de cercles. En particulier, cette for- 
mula doit avoir lieu pour deux systemes de valeurs attribuees 
a d, b'y d \ les parametres a, fr, c sont done lies par deux 
equations lineaires, et, par suite, les plans 

ax -^ by -h cz = p 

des cercles de la premiere famille, p designant le rayon de 

Ja sphere, passent par une droite fixe; Tautre systeme de 

cercles doit avoir egalement ses plans concourants suivant 

une droite fixe. Les equations des plans de nos cercles doi- 

vent done etre de la forme 

(a -hlai )x -h{b -i-lbi )y -h{c -h") Ci )z =: p, 
{a'-hVa\ )x H- ( 6' --4- \'b\ )y 4- (c'-h Vc\ )z = p, 

et de plus, on doit avoir^ quels que soient A et V, 

(a + Xai)(a'-HX'ai)-i-. . . = 1 
L. — Traite d'Analysey VII. 6 
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OU 



aa 



-t- cc = 



bb' 
aa\ H- bb\ -r- cc\ 



c'ci 



a' ax -}- b'bi ■ 

ax a\ -+- bx b\ -f- C\ c\ = 

Ces formules expriment que le produit 



I, 

o, 
o, 
o. 



p 


y 


r 




1 a 

1 


b 


c 




1 «i 


b, 


Cl 





p 

a 
a 



1 



b' c' 
b\ c\ 



est nul, quels que soient /?, gr, r, /?', 5^', /•', et, en particulier, 
quand on prend 



p' = bcx — c6i, ^'=cai — <7Ci, 



r ^a'b\~b'a\ 
r'= abi — bax\ 



or le produit est alors 

[(6'c'i-c'6;)(6ci — c^)-f-...]2; 

il s'annule quand les droites par lesqueiles passent les plans 
des cercles en question sont rectangulaires. Done : 

Pour que deux families de cercles traces sur une sphere 
soient orthogonales, il faut : 1° que les plans des cercles 
dUine famille concourent suivant une droite; 2** que les 
droites par lesqueiles passent les plans des deux families 
soient rectangulaires, 

Cette condition est evidemment suffisante. 
Nous allons maintenant faire une application importante 
de ce theoreme. 



XI. — Surfaces dont toutes les lignes de coorbure sont planes. 

Si toutes les lignes de courbure d'une surface sont planes, 
leurs plans, en vertu du th^or^me de Lancret (p. a5), cou- 
pent la surface sous un angle constant; I'image spherique des 
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lignes de courbure est formee par I'intersection de cones de 
revolution ayant leurs centres au centre de la sphere, avec 
la sphere; les images sph^riques des lignes de courbure sont 
done des cercles orthogonaux, et par suite, en vertu du para- 
graphe precedent, ces cercles ont des plans qui passent par 
deux droites de directions perpendiculaires. Ainsi les lignes 
de coupbure des surfaces en question sont necessairement 
situees dans des plans paralleles a deux droites rectangulaires. 



EXERGIGES ET NOTES. 

1. Si Ton appelle ellipse spherique rintersection d'un c6ne de 
second degre avec une sphere decrite de son sommet comme centre, 
etudier, a I'aide des coordonnees spheriques, les proprietes de cette 
courbe. En particulier, demontrer qu'il existe deux points sur la 
sphere, ^ et /', tels que, si M designe un point de la courbe, on ait 
My=±: Mf'= const., et que la tangente partage en deux parties egales 
Tangle de M/avec M/'. 

2. La loxodromie est une courbe qui coupe sous un angle con- 
stant tous les meridiens passant par le meme pole : trouver I'equa- 
lion differenlielle de cette courbe; elle est. en coordonnees polaires 
d^ =: c sin6 d^^ c designant une constante. La projection stereogra- 
phique de la loxodromie est une spirale logarithmique; cette pro- 
priete peut servir a trouver un grand nombre de proprietes de la 
loxodromie. 

3. Trouver I'equation de la developpante spherique d'un petit cercle 
de la sphere (helice spherique). 

4. Trouver les trajectoires orthogonales de tous les cercles de la 
sphere qui passent par deux points fixes. Trouver les projections 
stereographiques de ces trajectoires. 

5. En general, si /(O, 4')=o represente une courbe spherique 
/"(a arctangp, a>) = o representera en coordonnees polaires p, ca la 
projection stereographique de cette courbe. 

6. fitudier les courbes spheriques qui ont pour projections stereo- 
graphiques des coniques des ovales de Descartes, des ovales de 
Cassini. 
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7. D'un point P comme centre, pris sur una surface S, decrivons 
une sphere infmitesiniale, qui decoupe sur cette surface une courbe 
de perimetre G ; soil C le periraetre de Tiraage spherique de G, soient 
Ri et R2 les rayons de courbure principaux de S en P ; on aura 



,. G' I / I I \ 



(R. Sturm.) 
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CHAPITRE III. 

DES COORDONNfiES CURVILIGNES SUH UNE SURFACE. 



I. — Preliminaires. 

On peut remarquer que, dans la plupart des systemes de 
coordonnees que Ton emploie (nous laissons, bien entendu, 
de cote les coordonnees tangentielles), la position d'un point 
est donnee par I'intersection de trois surfaces : ainsi, dans les 
systemes de coordonnees rectilignes, les trois surfaces sont 
trois plans paralleles aux plans des .r/, des xz et des j^^; dans 
le systeme des coordonnees polaires r, 0, ^ les trois surfaces 
sont une sphere de rayon r, un c6ne decrit, autour de I'axe 
des z ayant pour demi-angle au soinmet, un plan passant par 
I'axe des z et faisant Tangle if avec le plan des xz .... Dans 
chacun de ces cas, trois parametres x^ y^ z ou r, 8, '}, ... 
font connaitre les surfaces coordonnees. 

En se pla^ant a ce point de vue, Lame a ete conduit a intro- 
duire dans la Science un systeme tres general de coordonnees 
dites curvilignes : voici en quoi il consiste. Soient 

X ( 07, j^, ^) = const., {Ji(a;,^, z) = const., v(a7, j^, ^) = const. 

les equations de trois families de surfaces. Quand on se don- 
nera les valeurs constantes de X, jjl, v, on aura trois equations 
qui feront connaitre x^y^ z et qui, par suite, determineront en 
general un certain nombre de points dont les valeurs con- 
stantes 7^, [JL, V seront les coordonnees curvilignes du point 
Xj y ^ z ; reciproquement, x^ jk, z etant donnes, on en conclut 
\^ [x, V, et par suite un point quelconque aura ordinairement 
des coordonnees curvilignes. 
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L'avantage des coordonnees rectilignes est de d^ termini J 
toujours un point de Tespace et un seul. II semble alors qa ^ 
I'on doive toujours leur accorder la preference; nous verroix ^ 
cependant que les coordonnees curvilignes ont aussi leuir^ 
avantages. En particulier, quand il s'agit d'^tudier les lignes 
tracees sur une surface, 11 semble naturel de faire entrer la 
surface en question dans un syst^me de coordonnees curvi- 
lignes; la coordonnee relative a cette surface restant constante, 
on n'a plus alors que deux variables a considerer. C'est ainsl 
que, pour etudier les figures tracees dans le plan, on peul 
prendre ce plan pour plan des xy^ et la coordonnee z n'inter- 
vient plus. 

Nous commencerons Tetude des coordonnees curvilignes 
par celle des diverses lignes remarquables que Ton peut tracer 
sur une surface donnee et en particulier sur le plan. 

II. — Coordonnees curvilignes dans le plan. 

Si Ton considere deux equations 

(a) cp(a7,7)=X, ^{x,y)=\L, 

ou les equations equivalentes obtenues en les resolvant par 
rapport k x el y^ 

{a) x = ^il, {X), 7 = W(X,iJL), 

elles representeront deux courbes variables de forme avec les 
parametres X, [x; ces courbes parleurs intersections determi- 
neront des points variables, mais ayant une position fixe 
quand X et [jl seront fixes ; X et [jl etant donnes, certains points 
du plan seront determines : X et [jl seront alors les coordon- 
nees curvilignes de ces points. 
Si I'on pose, par exemple, 

X = \ cos fJL, 7 = X sin jji, 
X et [JL seront les coordonnees curvilignes polaires du point 



.> I* 
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(^,j); en se donuant X et [jl, on determine un point par Tin- 

tersectiondu cercle 

et de la droite 

^==tangjx. 

£n general, X = const., [ji = const., repr^senteront deux 
families de courbes que Ton appelle lignes coordonnees ; 
quand ces lignes se coupent partout sous un angle droit, on 
dit que les coordonnees sont orthogonales. 

Pour que les equations (a) definissent un systeme de coor- 
donnees orthogonales, il faut evidemment que Ton ait 

d\ d\L d\ d\L _ 
dx dx dy dy ' 

quels que soient x et y, ou bien encore 

dx dx dy dy 

dl d^'^dX d^^^' 



cTk, -r?" dX^ eflFectue sur la courbe [jl = const. , est perpendi- 



en effet, cette derniere equation exprime que le d^placement 

dX '^^' 5x 

culaire au deplacement -r— d\k, -p d^ effectue sur la courbe 

X = const. 

Soit ds la differentielle d'un arc de courbe quelconque 
trace dans le plan et passant par le point dont les coordon- 
nees rectilignes sont :r , y^ et les coordonnees curvilignes \ [x ; 
supposons les coordonnees x, y rectangulaires : on aura 



Si Ton pose 



L =/" — V • ^"^-^V' 



Xdl) \d\ 



) 



(b) M = I ^ I 



dx dx dy dy 

d\ d^i. ' dX ()[x 
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il viendra 
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et, si les coordonn^es )., [x sont orthogonales, 

II est facile de voir que, si dans (c) on fait [jl = const., on 

aura rfjji = o et ds^ = Lrf).', d'ou ds = y/L rfX, de sorte que 

y/L rfX et y,/i\l rf[x sont les elements d'arcs des iignes coor- 
donnees. 

Si Ton appelle 8 I'angle que les Iignes coordonnees font 
entre elles et /Tangle de relemenl ds avecla ligne [i. = const., 



on a 



cos 6 — 



ou 



0\ <>a ' dX d[L/ 



Ot Ox dy dy\ /Xl^-'^Y (^y\ 



R 



1(1)*- (I)"] 



COS 6 — -:=z, 

v/lm' 



sin / 
sinO 



v/M diL 



ds 



et, en coordonnees rectangulaires, 



tangt' r= 






Galculons le rayon de courbure p d'une courbe quelconque 
en un point )v, [jl. On a 



^^3 



= d^y dx — d'^x dy —. — 



d'^x d^y 
dx dy 



multiplions par le determinant 



dx 


dx 


dk 


d,x 


dy 


dy 


f)i 


d,x 



n/[©"-(S)'][(?MI)"]-(Sg-^*^' 



dyi dlj 



= /LM — H^; 
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nous aurons 



ds^ 



P 



2d^x dx ^^ v^ d^x dx ,^ , '^\d'^x dx . ^ 



/dx\^ 



dx dx 



Kip^-SSi* 



ou, en vertu des formules (fr) 



^ LM-R» ^ = 









Si nous supposons les coordonnees orthogonales, R 
I'on a 



= et 



ou 



1 /LM — = 

P 



av/LM^ 

P 






dL 



dM 



t/X2 -f. 2 -— <^ t/fJL "TT- ^/ 



djx 



dX 



'I^^ 



Lt/X 



-!- a G?X c?|JL ( M —^ <i[x — L -^ c?X 



c^X 









Supposons que la courbe soit la ligne coordonnee [jl = const. ; 
appelons pji. son rayon de courbure, nous aurons 



/tt? /L3 c^X3 ^, , ^ c)r. 



Ph- 



dHi 



on en deduit 



I dL 



Pli. aLv^M <^l^* 



on aurait de m^me 



I (^M* 



PX 2Mv/L ^^ 



En fin I'aire el^menlaire, comprise entre deux Hgnes coor- 
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donn^es X = const., '/,-^cfk=z const., et deux autres lign< 
[jL r=r const. , [ji -+- rfuL = const. , est y/LM cfk d^ sin 8 ou 

et, en coordonnees rectangulaires, 

/LM d\ diL. 



III. — Coordonnees cnrvilignes d'nn point snr une surface. 

Soitv = const. = Vo r^quation d'une surface donn^e fixe^ 
on peut toujours supposer que cette Equation soil la r^sul- 
tante de Irois autres, lelles que 

entre lesquelles on aurait ^limine "k et [ji. Quand on pose 
"k = const. = )^oj ^,^ et -3 sont lies entre eux, d'abord par la 
relation g^nerale v = Vo et puis aussi par upe autre relation, 
telle que 

le point (x, y, z) decrit alors une courbe que nous pourrons 
considerer comme representee par Tequation X = X© ; les 
courbes ainsi obtenues en donuant a )^ et [jl des valeurs d^ter- 
minees portent le nom de lignes coordonnees, II est clair que 
sur une surface il est possible de tracer une infinite de syst^mes 
de lignes coordonnees. 

Si Ton se donne a la fois \^=\q e\. [jl = [jio, on determine 
deux lignes coordonnees dont les intersections font connaitre 
les points ayant pour coordonnees \q et ^q, 

Soient/?, /?', p" les coefficients direcleurs de la normale a la 
surface consideree au point {Xy y^z)o\i (X, [x). Exprimons que 
cette normale est perpendiculaire aux langenles aux courbes 
\z=:z const., \K =z const, passant en x^ y, z : les coefficients 
directeurs des tangentes en question sont faciles a trouver, 
si Ton observe que, sur la courbe "k = const., jji varie seul et 
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que oc^ y^ z sont alors des fonctions de [ji. Les coefficients 

directeurs de la langente k la courbe )^= const, sont done 

dx dy djz 

3— ? —^ -y -r- el, par suite, on a 

djjL aix ap. ' ^ ' 



(1) 



dx 
dx 






dz 
dz 



P'i P' y P' sent determines a un facteur pres et i'on pent poser, 
en vertu des formules (i), 



(^) 






d(z, x) 






De (i) Ton conclut d'ailleurs, en multipliant la premiere par 
(fk, la seconde par d\k et en ajoutant, 



(3) 



p dx -\-p' dy -^p" dz = o, 



pour tout d^placement dx^ rf/, dz eflfectue sur la surface. 

[Cette formule (3) etablit de nouveau I'existence du plan 
tangent : en effet, elle prouve que, si (i) ont lieu, c'est-a-dire 
que s'il existe une droite normale a deux tangentes passant 
en x^y^ z sur la surface, elle est normale a toutes les tangentes 
passant par ce point; done le lieu des tangentes au point x, 

y^ z a Isi surface est un plan.] 

Supposons que Ton se donne une relation entre ). et [a : le 

point (^, yy z) ou \ [jl decrira une courbe sur la surface v :== Vq 

et les coefficients directeurs de la tangente a cette courbe 

seront dx, dy^ dz^ c'est-a-dire 



dx ,N dx , 
-<- dA-h -x— ail, 
afJL 



d\ 



Calculons I'element d'arc ds de cette courbe : on a 

ds^ = dx^ -h dy^ -h dz'^ ; 



en remplagant dx, dy^ dz par leurs valeurs exprimees en \ 



9'^ 

et [A, a savoir 
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dx - 

dy 

dz 



dx 



dx 



= ■— dk -{- —- diLf 



dl 
%dl 

^d\ 
dl 



d^i. 
dz 



d\L 



d[t., 



on trouve 



( 4 ) ds^ = Ld\^'^^Kdldit.-^M ^[i.«, 

formule oii Ton a pose 



(5) 



dx dx 

K = — r- 



dy dy dz dz 



dl d[i dl d^i dl d^i 

'■=(|)'-(|)'-(S)- 



Ouand les courbes )^ = const., [a = const, se coupent k 
angle droit, on dit que les coordonn^es sont orthogonales ^ 
alors on a ^videmment R i= o, en vertu de la seconde for- 

, /Kv dx dy dz dx dy dz ^ , rn • 

mule (d), car — , -v> -r- et -r-, -/-y -r-, sont les coefficients 

^ ^ dl dl dl d^L djJL d[i. 

directeurs des tangentes aux courbes [jl= const. et)^= const. 
La formule (4) se reduit alors a 

ds^=Ldl^-^M dii^. 

Nous signalerons la formule 



(6) LM — R«=/>2h-/>'*h-/>'«. 

que Ton verifie en observant que, en vertu de (a), 

dy dz dy dz\^ 



p- = 



dl d^L d^k dl I 

Idx dx dy dy dz dz\^ ^ 
~ \^ ^ "^ 5X Sfl "^ 5X 5jl/ •• 



m\ 



en vertu des formules (5), cette equation se reduit a (6). 
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Soient Tangle que lesdeuxHgnes coordonnees fontentre 
elles, t Pangle qu'une Hgnedonnee fait avec la ligne[x = const, 
passant en or, y^ z. 

1^ Les longueurs des arcs de lignes coordonnees s'obtien- 
dront en faisant dans (4) successivement d^K = o et rfX = o ; 

ainsl y/LioO. et ^Mrfjx sont les longueurs des arcs ^lemen- 
taires des lignes [jl = const., "k = const. 
2° On a 

y/Ld\ sin(e-~£) 



d'ou 



v/M^/fJL 



sine 



tang I = 



\/M t/[JLsinO 



v/M d^s. cos 6 -+• v/L d\ 



Ces formules se demontrent a I'inspection du triangle ayant 
pour c6tes Tare de courbe donn^e et les arcs des courbes 
jx = const., "k = const. 

3" D'ailleurs, en appelant V 1 'angle de deux arcs dc courbe 
passant en :r, y, z, on a 



cosV = 



d.T ox -+- dy Zy -+- dz oz 
^dx^ -H dy^ -r- dz^ \/ox^ -^ 8^1 -h 8-32 



en d^siguant par un d un deplacement effectue le long d'une 
des courbes et par un le deplacement effectue le long de 
I'autre. 

Supposons qu'il s'agisse des lignes coordonnees : on aura 

v = e, 

dx = -— dX, dy = ~ d\, dz = ~ dl, 

^ dx , ^ dy ^ dz 

ox = -r- dii, ov = -r- duL, Qz = -— dii.; 
dfx ' ^ oil d^i ^ 



done 



I dx dx dy dy dz dz\ i 
cos 6 = I i- -4- I - 

\d\ dii dl dii dl diij y^Lv/M 



ou 



R . . ^ /LM-R2 ^ . v/LM-K2 

(7) cose = -^, sine = ^ — ^-^^;p-, tangO = - 



LM 



R 



9l 
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IV. — Snr les cosinns directenrs de la normale. 



Lorsque les coefficients directeurs p^ />', p" sont les 
cosinus a, p, y directeurs de la normale, on a ^-\ 



a 



dx 






dx 







o, 



o; 



mais on a, en outre, 



a« -4- p« H- Y« = I 



et, par suite, 



a — -i-p— *--r-Y — ^ 



= o, 



= 0, 



ct, en eiiminant a, P, y, 

()a7 ()r dz 

^X ^x ^ 

^ ^p ^ 

()X (JX dl 

dx d^ d^ 

dii dii dii 



— o, 



dx dy dz 

d\L d\L d\t. 

^ ^ ^ 

d\ dl dl 

dec dl d^ 

d[i d[i dii 



= o; 



mais ces relations ne seront distinctes que si I'on n'a pas 

dx ^ dx _ dy dy _ dz ^ dz 
di ' d^L ~ ~d\ ' d^ ~" dl ' dii^ 

auquel cas ^, r, z seront fonctions d'une seule variable, ce 
qui ne pent pas avoir lieu. Ces relations seront illusoires si 

doL d*^ dy ^ . , ^ da d^ dy ? * ^ j- 

-^9 -f > -4 sont proportionnels a 3-? —9 ■—, c est-a-dire si 

dl dl dl . ^ ^ diL d^ d^i 

a, j3, Y sont fonctions d'une seule variable, c'est-a-dire si la 
surface est developpable. 
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On voit done que, pour toute siirfaee non developpable, 
il y aura deux relations entre les d^rivees de x^ y, z et des 
cosinus directeurs a, p, v. 



V. — Des systemes de coordonnees les plus simples. 

Liouville a montre, dans une Note inseree dans son Journal, 
que I'on pouvait toujours, sur une surface donnee, choisir les 
coordonnees curvilignes, de telle sorte que Ton alt a la fois 



M, 



R =o, 



ou L = o, M = o. Void son analyse : nous avons trouve 

Decomposons le second membrede cette formule en facteurs 
du premier degre de la forme V dCk-^- Qrf[JL, ces facteurs seront 
imaginaires conjugues. Si ces facteurs ne sont pas des diff^- 
rentielles exactes, comnie ils sont conjugues, ils auront des 

facteurs integrants de la forme m-\- n y/ — i , m — n sj — i qui 

les transformeront en differentielles exactes <ia + d^ y/ — i . et 

rfa — d^ \l — 1 ; on pourra done poser 



ds^:= 



d% -+- d^ sJ — I dT. — d^ v/— 1 



m 



-f- n sJ — 



m 



— n y/ — 



ou 



ds'^ 



_ ^/x2-j-_^ 



m^ 



n' 



d'ou resulte que ron pent toujours^ et dUine infinite de 
inaniere, prendre M = L, R = o. Les lignes coordonnees 
ferment alors ce que Ton appelle un reseau isometrique, 
Supposons maintenant qu'on ait trouv^ a la fois 

ds'^ = X{d(x^-^d^'^), ds^= X'{doL'^-^d^'^); 

on en conclura 

A(r/a2 -^ ^^2) = A'(rfa'2 -f- dp); 
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mais, tI et ^' etant fonctions de a et de p, on a 






\dOL 

da 



.,. ^-{%...%4f: 



dp 



en substiluant ces valeurs dans la formule pr^c^dente, on a 
identiquement 






= o. 



figalons a zero les coefficients de rfa^, rf^^ ^^ rfarfp; ^Hmi- 



A 
nons — ;> nous aurons 

A 






= o, 



\doi 



da 






Si Ton multiplie la premiere equation par 2y/ — i et si on 
I'ajoute avec la seconde, on a 






done 



Ta 



' I— ^^ _u/^?' ^?' /— \ 



ou 
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cette formule peut s'6crire 

d(a'±p't/-l. a-pv/^) __ 
done 

oil 

Les deux formes obtenues pourrf^^ ne sauraLent done diff^rer 
que par I'emploi d'un facteur d'integrabillt^. 

Signalons enfin remploi d'un sj'st^me -de coordonn^es 
dites symetriques, Supposons ds"^ de la forme 



si Ton pose 



il vient 



dk -r- d\L \J — I = d\^ 

dk — d]x / — I = d-r\ , 



Ainsi ds^ peut affecter la forme iKd\d\K^ mais R est neces- 
sairement imaglnaire; ces Hgnes de coordonn^es imaginaires 
sont de longueur nulle. 

D'apres ce qui precede, c'est parmi les coordonnees syme- 
triques que Ton pourra esp^rer rencontrer le maximum de 
simplicite dans la plupart des calculs. 



VI. — Applications. 

Pour trouver un reseau isometrique sur la sphere, appli- 
quons la methode de Liouville. En prenant d'abord pour 
lignes coordonnees des parall^les et des meridiens, on a 

= a2(fl?0 4- /^ sine d^){d^ — /-^ sinO d^)\ 

les facteurs integrants des facteurs qui figurent dans I'expres- 
L. — Traite d* Analyse, VII. 7 
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sion de ds-, sonl tous deux ^gaux a-r— ^; on pourra done 
^crirc 



ds^ = 



= a2sin20t/(logtangj -»- \A^ i^)fl?(log tangj 6 
= a'sin20[(rflog tangle)* -^^/i};']. 



s/-i^) 



Nous poserons 



log tang- = X, tang- 6 — e^, sin6 = 



ou 



sinO 



X _♦_ p\ 



il en resulte 



ds^^- 



l^cC 



(e-XH_eX)3 



les equations de la sphere seront 



X = 



7 = 



'2C0S<V 
a — r — ^, 



a 



2sint{^ 

— T"! r 



z = a 



.-X 



^e* 



i-^-e^^ 



{dk^-hd^i); 



VII. — Rayon de courbure d*nne section nonnale. 



Les Equations de I'axe du cercle osculateur sont 

(X — a;)dx ^{Y—y)dy ^{Z — z)dz =0, 
{X — x)d^x -^ {Y — y)d^y -^{Z — z)d^z = ds^\ 

si Ton coupe par la normale a la surface, on obtient, comme 
Ton sail, le centre de courbure de la section normale men^e 
par la direction dx^ dy, dz. Soit p le rayon de courbure de 
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cette section : les equations de la normale seront 

X — -"^ _ ^ — ."^ _ ^ — ^ 9 

P ~ P' ~ P" ~ v^LM — R» ' 

reliaiination de X — x^Y — y, Z — z donne 
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(a) 



Posons 



(p d^'X — p' d'-y -i- p" d^z) 



V/LM — R» 



= ds^. 



i^^) 





d^x 


d^y d^z 




' 


dl^ 


dX^ dl^ 




d^ar ,d'^y „d^z 
d\^ ' ^ d\^ * ^ c)X2 


dx 
d\ 


dy dz 
dl dl 


— i 




dx 
d^ 


dy dz 
d\L diL 






d^x 


d^y d^z 




dldn 


dl (^[x dl diJ. 


d'^x , d^r _ d^z 

-r- P - -\- P — 

dX d^j. dl diL ^ dl diL 


dx 
dl 


dy dz 
dl dl 




dx 
diL 


dy dz 
diL dik 




d^x 

C?JJL2 


d^y d^ z 
()ul2 diX.^ 




d^x ,d\y „d^z 
e^ji.2 ^^ dii^ ^^ ()(Jl2 


dx 
dl 


dy dz 
dl dl 


— i 




dx 


dy dz 
d\k d[t. 





= r, 



nous aurons, au lieu de (a), 



/ ^2 _H 2 r fl?A c?jJL H- w <ifi.2 = (L dl^ '^-2l^.dldlL 

P 

on en conclut 



M g?|Jl2) ; 



(9) 



V'LM — R2 /dl^-^o.rdldix-^mdix'^ 



p L dl^ -h2RdldiL-hM. fl^jJL2 

Si I'on veut le maximum et le minimum de p, c'est-a-dire 
les rayons de courbure principaux de la surface, il faudra, 
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d'apres ce que I'on sail sur le maximum des fractions doDt 
les deux termes sont du second degr^, exprimer que I'equa- 

tion (9) en ^ a deux racines ^gales, ce qui donne 



(10) 



P 



— R 



= / 



y/LM — R2 



J \ v^LM — R« / 



Telle est Tequation aux rayons de courbure principaux de la 
surface. 

Si dans Tequation (9) on fait d^ =-. o, elle fournira le 
rayon de courbure p de la ligne [jl = const. ; ainsi Ton aura 

v/LM — R2 / 



px 



ou 



1 = 



L v^LM — Ra 

PX 



v/LM R« 


m 


Pv- 


M 


Mi/LM- 
m — 


-R2 



Ph. 



Les ombilics s'obtiennent en exprimant que la formula (10) 
a des racines egales, ce qui donne 

(M/-hLm — 2Rr)2 — 4(r«— /m)(R2— LM) = o; 



mais on les obtient plus facilement en pnsai>i. — ^ 
dans (10), ce qui la transforme en 

(rx — Ry — {lx — L)(mx — M) = o, 
Les racines de cette equation sont s^par^es par 

L M 

— ^, 7' ■;;: ®^ -^*J 

c m 
pour qu'elles soient Egales, il faut que 



=:X 



L 



M 



R 
r 



telles sont les equations des ombilics. 
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VIII. — ThioTctue de Ganss. 



En vertu de (8), on peut ^crir« 



Im — r^ — 



d^x d^y d^z 



dx 
Ik 
dx 



d^ 



dy 
dy 



dz 
dz 



"^ 

dx 

dl 

dx 
dix 



d^x 

dXdii 

dx 

• 5x 

dx 
diL^ 



eflectuant les calculs par,la r^gle de la multiplication ^ea deter- 
minants, on trouve 



Im = 



1 

2 



d^x d^x 
dx d^x 



d^x dx 



dx d^x 
dii "dX^ 



2d dl* dl 

2 



/dry 



r^ = 



2( 
2 



d^x 
dldn 
d^x dx 



dl d[x dX 
d^x dx 



2 
2 
2 



dx dx 
'dX cJjI 

d^x dx 
dXd^ dX 
(dxy 

ux) 

dx dx 
dX Sfl 



2 
2 
2 

2d dX d^i dii 

y^ dx dx 
2ddXdiL 



d^x dx 

Ix^ ^ 

dx dx 
dX d^ 
/dxy 

d^x dx 



y^ a^x ax y^ ax ax ^ 
2d dXd^i d^ 2ddXd[i. 2d 

Or, en differentiant les formules (5), on a 

__ "^ d^x dx I dh __ ^ 

'^2d'^ 'dX' -2 du ~^ 2i 

d'^x dx 



/dxy 



WJ 



a dX 



I m 

2 dX 



2ddXd\L d^ 

■2 



•2 d\L 

I m 

1 d}x 



2 



dX d\i. dX 

d^x dx 
'd^ Sjl' 



<il) 



()R __ '^ / d^x dx 

'dX ~'2d\dX^ d^ 

dR ^"^ / d^x dx 
d^L ''2d 



d*oii 



'y d^ 

2dl] 

2 



d^x dx\ 

dXd^ 'dXj' 

d^x dx^. 

'd^'dxj' 

I dh 



dXdii dii 

d^x dx _ dK 
'dX^dyL~'dX 

d^x dx _ dR 

d^JL^ dX ^ dii 2, dX 



1 d\L 
I dU 
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(I'2) 



De ces forinules, on tire encore pay differentiation (des deux 
dernieres) 



1 
1 



d^x d^x 



dl^ ditK 



-2 
=2 



^ .<?•» <p dx 
d^x dx 



C?2R 



I dn^ 

I d^U 



dl dik 2 dX* ' 



on a ensiiito 



■ t o 



■2 

2 



."1 (^3/2. ^x 






^/ d^x ^ ' 

-^Ux^ 

^ WXc)ul/ 



'^JDe ces quaire formules on tire 

X^ ()2-y d^x "^ 



I d2M 
a c^X* 

1 ^ 



I d'-h I ()«M 



()2ip ()2^ ^^ / f)2a. y _ c)2R _ 

"5X2 "5(12 ~JL V^^XTJji/ ~ dlOlX ~ 2 "^ ~ 2 (^X2 ' 



les determinants Im el r^, ou plut6t leur difference, pent 
alors s'ecrire 



2 



d^x d^x I (^L dR I dh 



d\^ dix-^ ^ d\ d\ 2 d[x 
1 dL 



2 c)X 
()R _ j^ <^L 

C^X 2 <^fJL 



R 



M 



2 



d^x \2 £^ I (^M 



1^ 

2 C^fJL 

1 ^M 

2 (^X 



R 



R 



M 



ou encore, en vertu de (a), 

()2R I (^2L I dm 



(LM -R2) 



dldii 



2 dlt.^ 9. dl^ 

I dL ^R _ I ^ 

2 (JX dX 2 C>{JL 



1 ^ 

2 £^X 

^ _ i ^ 

(^X 2 dij. 



R 



R 



M 



I ^ I ^ 

1 d^i 2 dl 



1 ^ 

2 dii 

i. ^ 

2 C)X 



R 



R 



M 



= //w — 



Cette formule, dont la demonstration est peut-^tre un peu 
longue, montre que le produit des rajons de courbure prin- 
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3 
(LM— R2^« J, J J • T AJ r> . 

cipaux. —, ^ — ne depend que des quantites L, M, n et 

de leurs derivees; la quantite inverse est ce que 

(LM — R2)2 

Ton appelle, d'apres Gauss, la courbure totale ou courbure 

spherique de la surface^ ainsi : 

La courbure totale d^une surface est determinee en 
chaque point, quandon connatt les quantites L, M, R, qui 
permettent de mettre la differ en tie lie d^un arc de courbe 
trace sur la surface sous la forme 

ds = ^Ld\^ -^'iWdldii-^ M d]j^, 

resultat de la plus haute importance, comme on le verra. 



IX. — Equation des lignes de courbure, des lignes conjuguees 

et des ligaes asymptotiques. 

Nous rappellerons que des lignes forment un reseau de 
lignes conjuguees quand elles peuvent se partager en deux 
series, telles que toutes les courbes de la premiere s^rieren- 
contrent celles de la seconde, de telle sorte que les tangentes, 
au point de croisement, soient des diametres conjugu^s de 
rindicatrice en ce point. Elles deviennent lignes asympto- 
tiques si les diametres conjugues en question sont des asym- 
ptotes de I'indica trice. 

L'equation de I'indicatrice se trouve en observant que le 

carre u^ de son rayon vecteur estegalau rayon de courbure p 

de la section normale correspondante ; la formule (9) donne 

alors 

y/LM — K2 _ ldk^-\-ird'kd\i.-\-m d\i.^ 
a2 ~ L rfX2 -t- 2R G^X ^[x -t- M d\j^ 

ou encore 
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De ces fonnules, on tire encore paj* differentiation (des deux 
dernieres) ^ * -. 



d^x d^x 



'^ O^X O^X "^"l 

2i ~diA lu.^ '^2d 



^d^xd^-'y^ d^x dx (^*R 



^^x dx ()2R I a«L 

m ■■ . ^» m 4 



d[x2 d\ Ol dl d\L 2 dX^ ' 



on a ensiiite 



'•• 



w 

^ d^x ^^ , ^f 
'2dd)Jd^ d^^ 2d\ 

^ d^x dx y^ / 



d^x 



r)2.r \2 



dik^dl d\ ' Jmi\dldit. 

JDe ces quatre fonnules on tire 

diR 



I d^ 

1 d^L 

"-■ ■ ■ ■ ) 

2 dii* 



{a) 



2 



()2a7 ()2^ 



2 



d2iP^\2_ 

dXd\L/ dl d^L 



2 <^IA* 2 (^X2 ' 



les determinants Im et r^, ou plut6t leur difference, peut 
alors s'^crire 



2 



d^x d^x i^dL dR 

'dXi JJJ^ 2 ^X ^ 2 C^fX 

1 dL 



2 c^fx I \ jhd \d\ diij 2 dfx ql dX 



2 c)X 

()R _ idL 
dX 2 c^fx 



R 



R 



M 



2 ()fX 

I dM 

2 ()X 



R 



R 
M 



ou encore, en vertu de (a), 



(LM-R*) - 



()2R 



dldit. 



2 C^[X2 5t (JX2 

I ^L ^R _ 1 ^ 

2 ^X dX 2 C>[X 



2 "JX 

^ _ I ^ 

d\ 2 c)[x 



L 
R 



R 
M 



2 <^fx 2 dX 



1 ^ 

2 Oil 

1 ^ 

2 dX 



-^ L 



R 



R 



M 



= /m- 



Cette formule, dont la demonstration est peut-6tre un peu 
longue, montre que le produit des rayons de courbure prin- 
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cipaux —J ^ — ne depend que des quantites L, M, R et 

de leurs derivees; la quantity inverse est ce que 

( LM — R2 f 

Ton appelle, d'apres Gauss, la courbure totale ou courbure 
spherique de la surface; ainsi : 

La courbure totale d^une surface est determinee en 
chaque point, quandon connatt les quantites L, M, R, qui 
permettent de mettre la differentielle dhin arc de courbe 
trace sur la surface sous la forme 

ds= v/L<iX2-T- a ^dkd\L -T- M£/|x2, 

resultat de la plus haute importance, comme on le verra. 



IX. — £quation des lignes de courbure, des lignes conjuguees 

et des lignes asymptotiques. 

Nous rappellerons que des lignes forment un reseau de 
lignes conjuguees quand elles peuvent se partager en deux 
series, telles que toutes les courbes de la premiere serieren- 
contrent celles dela seconde, de telle sorte que les tangentes, 
au point de croisement, soient des diametres conjugu^s de 
rindicatrice en ce point. Elles deviennent lignes asympto- 
tiques si les diametres conjugu^s en question sont des asym- 
ptotes de I'indicatrice. 

Li'equation de Tindicatrice se trouve en observant que le 
carre u'^ de son rayon vecteur estegalau rayon de courbure p 
de la section normale correspondante ; la formule (9) donne 
alors 

a2 "" h d\^ -t- iK d\ d}j. -^ M d\L^ 

ou encore 
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Or, en prenant dans le plan tangent, pour axes de coordon- 
nees, les tangentes aux Hgnes [x = const., X = const., on a 
les formules de transformation de coordonnees 



{d) 



u 



s/LdX 
ds 



Y _ ^^d]x. 
ds 



u 



la direction de u etant celle de ds. On tire de la 



dl X 



et (c) devient 

(13) 



^s ^i. 



du. Y 

ds ^jvi 



/Tin FTi ^ -.ra arXY m .,„ 

/LM — R« = - X8 H — ^ 4- ^ Y2. 

^ /LM M 



Cette Equation prend une forme plus sym^trique en obser- 
vant que 



cosO — , ou , 

v/lm v/LM 



cosO 



on a alors, en remplaganty/LM — R^ par I'linite, ce qui n'al- 
tere que la dimension, mais non la forme de I'indicatrice, 

1=:^ X2+^Y2-i-™XYcose. 
L iVl R 

Telle est Tequation de Tindicatrice. 

Y Y' . 
Pour que deux directions, i? > ^» soient conjuguees, il faut 

que Ton ait 



XX' 



_^(XY'-.YX')-.^YY-o 



OU, eh vertu de (rf), 

(i4) /r/X 8X -H 2r(<fX SfjLH- G?fji8X)-!- /nc?(i.8|x = o, 

8)v, Sjji d^signant des differentieiies relatives a la direction 
conjugu^e de (Tk^ rf[x. Si I'on observe que 

dx ,. dx , 
ax = —ir dk -\ du, 



8 dx = -rr— <fX tX 



d^ X 3^ X 



dldiL 



dix^ 



dz 

d\ =0. 
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la formule (i4) pourra aussi se mettre sous la forme 

dZx doy doz 

dx dy 
(i4 bis) "SX dl 

dx dy dz 
dii dii S{jt 

Pour que les lignesX^ const.,a = const, soientcoordonn^es 

conjugu^es, il faut que (i4) ou (i4 bis) soient satisfaites 

pour^= o, 8jx = o ou que 

r — o. 

Ce resultat important que j'ai donn^ pour la premiere fois 
dans une note de mon Traite de Mecanique pent s'etablir 
directement comme il suit : 

Pour que les directions dx, dy^ dz et 8x, oy, S^ soient 
conjuguees, il faut que 

r 8ar dx -^ is(ox dy ->r- 5v dx) -{- toy dy == o, 

et par suite, pour que les lignes coordonndes soient conju- 
guees, il faut que 



(«) 



or on a 



dx dx /dx dy dx dy 

d\ d\L xdX d\L d\L ~d\ 



)-%%'■>■' 



dz 
d\ 


dx 


dy 


dz 
d^ 


dx 




d^z 
Idii 


d^x 
^~d\dix 





CO d^signantle premier membre de(a). Si entre ces equations on 
elimine /?, q en observant que, en vertu de (a), o> est nul, on a 



dx 
d\ 


dy 
d\ 


dz 
d\ 


dx 


dy 


dz 


a^x 


dfX 


di. 


d^x 


dy 


d^z 



dX d[i d\ diJL dl dii 



= o 



ou 



r =0. 



c. Q. F. D. 
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La condilion pour que les lignes coordonnees X= const., 
[X =r const, soient lignes de courbure sera alors 



r = o, 



R =o. 



On peut d'ailleurs trouver les equations des lignes de cour- 
bure en adjoignant a Tequation (i4) la condition 

dx J? -h fl^K 8/ -f- G?z 8z = o 

dx 



ou 



^■k^ 



dx , \ fdi 



> 



d^ 



0{X 



j-r-... = o, 



c'est-a-dire 



L ^ oX -h R( <iX o[x -+- c?[jL 8a ) -+- M <i[jL 8[JL = o ; 

r^limination de o\ 0[x entre cette equation ,et (i4) donne 
['equation des lignes de courbure 



((5) 



ou 



\ I dl -h r dix)(K dl -i- M dii) 

\ —{LdX-hB.dii)(rd'k-^mdii) = o 



(i5 bis) {lR~Lr)dk^-^{lM — mL)({kdii-^{rM — l^ni)dix^ = o. 

Dans ses Legons a laSorbonne, M. Darboux met les equa- 
tions des lignes de courbure sous une autre forme ; a cet effet, 
il observe que les equations de la normale a la surface en x^ 
y, z peuvent se mettre sous la forme 



ou, en posant x'^ -t- y- 



z- .-= O"-. 



^ dX ax c^X 1 d\~^' 

,, dx ,, dy „ dz i d^s^ 
d\L 0\L d\i. 1 o\i 

Pour avoir les lignes de courbure, il faut exprimer que cette 
droite rencontre celle qui lui est infiniment voisine ; en d^autres 
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L lermes, il faut eliminer X, Y, Z entre ces equations et leurs 
differentielles 



"S-"l 






\d 3 — h Yflf ^- -nZrf- d - -TT =0, 



dv. 



d^ 



d^ 



■1 dl 



ce qui donne 












dx 




dz 


d\ 




dx 


dy 


dz 


di^ 


U5 ter) 




d^-y 




d^ 

jdv^ 
cL — 




, dx 


0\J. 


< 

d^ 





= 0. 



Pour obtenir I'^qualiondes asymplotiques, on peut exprimer 
que dans (i4) l^s directions conjugu^es rf)., d>^ et oX, Sjji sont 
coincidentes, ce qui donne 



! (16) 



/ dk'^ -\-ir dX d]i. -f- in d^^i?- —. o 



ou encore 


d>x 


d^y 


d^z 


(16 bis) 


dx 
d\ 


d\ 


dz 
d\ 




dx 
dix 


dy 
dix. 


dz 
d]x 



= 0, 



et, pour que les lignes coordonnees soient asymptotiques, il 
faut que / = o, m = o, J'ai egalement donne ces formules 
dans mon Traite de Mecaniqae (2*^ edition). 

Remarque I. — On met souvent les equations de Tellip- 

soide sous la forme 

a? = asinX cos{jl, 

y =^h sinX sin[jL, 

z = ccosX; 

il est facile de s'assurer que, dans ce cas, r = o, c'est-a-dire 
que les lignes X= const., |jl = const, sont conjuguees. Ce 
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qu'il est d'ailleurs facile de d^montrer directement par d< 
considerations de Geometric pure. 

Remarque 11. — Si Ton considere la surface ayant poi 
.Equations 

les lignes ). = const., [x = const, seront sur cette surface d< 
lignes conjugu^es. La surface en question est d'aiUeurs sus-5 
ceptible d'etre engendr^e par une courbe egale k a: = cp(X), 
yz= y()v), z = 4'(^) V^^ ^^ d^place dans Tespace. 

Remarque III. — La surface qui a pour Equations 

a, a\ b, b' J c, c' designant des fonctlons de [jl seul, a pour 
lignes asymptotiques les lignes [x = const.; les autres lignes' 
asymptotiques ont alors pour Equation 

cette Equation contient X au second degr^, c'est une de celles 
que Ton sait int^grer quand on en a une solution. 

La surface en question est engendr^e par le mouvement 
d'une droite qui s'appuie sur la courbe 

X = a'j jr = b', z = c', 

X. — Sur une forme remarquable des Equations des lignes 

de courbnre. 

En general, la recherche des lignes asymptotiques est plus 
facile que celle des lignes de courbure, et, quand on connait 
les lignes asymptotiques d'une surface, on pent quelquefois 
en deduire tres simplement les lignes de courbure. Suppo- 
sons, en effet, que Ton ait pris les lignes asymptotiques pour 
lignes coordonnees : I'equation (i5) ou (i5 bis) des lignes de 
courbure deviendra 
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ct cetle equation se decompose imm^diatement en deux autres 
(a) /LrfX±/Mc?{jL =0; 

SI done L est fonction de X seul et M fonction de [x seul, le 
probleme sera ramene a de simples quadratures. Celte cir- 
constance se presente dans la recherche des lignes de cour- 
bure des surfaces du second ordre dont les generatrices recti- 
lignes sent precis^ment les lignes asymptotiques. 
Considerons, par exemple, I'hyperboloi'de 

x^ y2 ^2 ^ 
f Jes generatrices ont pour equations 



et 



X 

a ~~ 


- sinX -+- cosX, 
c 


y 
b~ 


cosX -f- sinX, 


X 

a ~~ 


z . 

SinfJL -+- COS[JL, 


y _ 
b " 


z 

- cos(x-T- sin[JL; 



7w et p. ne sent autre chose que les anomalies excentriques de 
Tellipse de gorge; "k = const., [x = const, sont alors les equa- 
tions en coordonnees curvilignes des asymptotiques, et Ton a 



X -h mi 

• /-i V cos — • — 

sin(A-f-fJL) 9. 

X = a — ^ — := a > 

sinX -+• sin u. X — a 

' cos *- 

1 

. X -V- tJl 

sin — 



y 



^ ^ sin(X-h[A) ^ ^ 1 



COSX -+- COSUL X -- UL 
' COS - 

1 

. X IJL 

^ sin — 

COSIJL — CORA 2 

Z = C z = C 



sinX -r- sin u. X — a 
' cos 



'1 
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Oil en d^duit 

a' sin' |x -f- ^2 cos* (JL -^ c2 

L = r J 

4 COS* 

2 

a* sin'X -^ 6* cos*X -r- c* 
M = ; 

4 cos* 

•1 

les equations (a) deviennent alors 

dk ^a^ sin* [jlh- 6* cos* |jn- c* ih c?[x /a^ sin* X -I- 6* cos* X -+- c* = o. 

Nous poserons 

6* — a* 

= /t* • 

6*-i-c* ' 

I'equallon pr^c^dente s'^crira alors 

v/i — A:*sin*X v^i — X:*sin*{Jt 
et r^quation finie des lignes de courbure sera 

r d\ ^ r diL 

I ~ -- — r- i — ' - — const. 

J /r_A2sin*X J \/i — X:*sin*(x 

On a vu que cette formule pouvait ^tre remplacee par une 
autre ne contenant plus trace de signes d'int6gration ; I'equa- ■ 
tion (j3)^est en effet Tequation d'Euler, et nous avons vu 
(t. IV, p. 2o6) comment Lagrange ^tait parvenu a Tintegrer 
sous forme algebrique. La solution, susceptible d'un grand 
nombre de formes, pent se mettre en particulier sous la forme 
suivante 

cosX cos[JLqz sinX sinjx v^i — X:*sin*G = cosG, 
C designant une constante. 



XI. — Lignes bissectrices. 

On appelle lignes bissectrices celles qui partagent en deux 
parties ^gales les angles des lignes coordonn^es : rien de plus 
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facile que de trouver leurs Equations differentielles; il n'y a 
qu'a ecrire que la projection faile parall^lement a la coor- 
donnee X de Tare ds sur la coordonnee [jl est <5gale i\ la pro- 
jection du mdme arc sur la coordonnee ). ou est egale et de 
signe contraire a celte projection; on a ainsi 

dl)/L±:dii\/\i = o. 

Cette equation sera en particulier celle des lignes de cour- 

bure quand les lignes coordonnees seront les lignes asympto- 

tiques, ainsi qu'on Fa vu au paragraphe precedent. 

Si, dans une surface de revolution, on prend les paralleles 

et les meridiens pour lignes coordonnees, il est facile devoir 

que Pequation qui donne ds^ sera d'abord en coordonnees 

polaires 

ds^ = dr^ -T- r« c^s H- r« sin«e d^^ ; 

mais r = <p(6) : done 

ds^- = [<p'2(e)^ cp«(e)]c?e2-t- o2(e)sin2e t/^2; 

les lignes bissectrices ont done pour Equation 



ou 



^(e)sinO 

elles s'obtiendront done par de simples quadratures. Ce sont 
d'ailleurs des loxodromies. 



XII. — £qiiations des lignes geodesiques en coordonnees 

curvilignes. 

Supposons que la ligne dont on demande T^quation ne soit 
pas la ligne |jl = const.; pour trouver son Equation, comme 
elle est Iracee sur la surface, il suffira d'exprimer que sa nor- 

male principale est normale a la direction -;-> -=f > -^; car, 
*■ ok dk ok 
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etant normale a deux directions trac^es sur la surface, elle 
sera normale a la surface. On aura ainsi 

d>x dic d>y dy d^z dz __ 

ou, en abregeant et en faisant usage d'accents pour repr^- 
senter les deriv^es relatives a Tare, 



1 



„ dx 

X —r- =0 



OU bien 



d ^ , dx ^ , d dx _ 



c'est-a-dire 



dx \/d^x^, 



d y^ /dx ^, dx ,\dx_^y^/dx^, 



en multipliant par 2, on a 

(17) 1 — (LX'-HR(x')= TT V*-i-2--r- X>'-+- -r- [X'«. 



d^x 
Wd^ 



•> 



ds 



dl 



dl 



dl 



Telle est la forme sous laquelle on peut presenter T^quation 
des lignes g^odesiques*, la suivanle convient aussi : 

(17 bis) i~j-(Kl'-f-MiL')= -r- X'2-+-2 T-X'u-'-h -3- [X*. 

Si Ton appelle i Tangle que la ligne geodesique fait avec 
[X = const., on peut ^crire ces Equations ainsi 



(18) 



d v/L cos i d\j ^.^ dK ^, , dM ,. 



La condition pour que X = const, soit geodesique est qu^en 
appelant si Tare de cette courbe, on ait 



2 



d^x dx _ 
'd^ 'dX ^""^ 



d^x 



or —J- est egal a 



, d^ X dsi — d^ s\ dx 



dsl 



dsl 



y on pourra done ecrire ainsi 
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I'equation precedente 

d-x ds\ d'^s\ dx \ Ox 



2/0-x Os\ 0'^s\ Ox \ Ox 
\^ 'd[L ~ o^i oiL) oi ~ ^ 



ou 



c'est-a-dire 



ou enfin 



d^X dx rrj V7 ^^ '^-^ ^^ /»"T 



--o^ 



^ \ Oil i 0\ / Oix 



d^_l OM R ^M _ 

Ou. 2 01 2M C^IJL 



On voit que, si les coordonnees sont orthogonales, a = const, 
ne sera ligne geodesique que si M est independant de X; 
nous verrons bientdt qu'il est impossible que les deux Hgnes 
f coordonnees orthogonales soient geodesiques (excepte sur 
les surfaces developpables). 

XIII. — Coordonnees de Gauss. Polygones geodesiques. 

Gauss a fait un heureux usage d'un sj^steme particulier de 
coordonnees que nous allons definir. Les lignes \ = const. 
sont des geodesiques issues d'un point fixe O, et les Hgnes 
fjL = const, sont des cercles geodesiques ayant leurs centres 
geodesiques en O. On a ainsi un sj^steme orthogonal dans 
lequel I'une des lignes coordonnees est geodesique. Soit 6 
Tangle qu'une quelconque des lignes coordonnees geode- 
siques fait avec une geodesique fixe passant en O, et r la 
longueur de cette geodesique, comptee depuis le point O 
iusqu'au point M que Ton se propose de representer; /• et 9 
sont les coordonnees de ce point. 

Le ds^ est de la forme 

(a) ds^ = dr^ ^ G^ d^^ ; 

car, pour 8 =: const., on doit avoir dr = ds, et, dans ds'-^ il 
ne doit pas entrer de terme en drd^, L'arc de cercle geode- 
sique ^lementaire qui est la valeur de ds estimee suivant la 
L. — Traite d' Analyse, VII. 8 
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ligne r =: const, est G rf6. Dans ce cas, I'expression g^nerale 
si compliquee de la courbure lotale k donnee par la for- 
mule (12) se reduit k 

et Tequation (18) d'une g^od^sique a 

as dr 



ou 



(c) sint -,- = — G -T- 6 2. 

as or 

Proposons-nous d'^ valuer la courbure totale d'un triangle 
geodesique, c*est-a-dire form^ par trois lignes geodesiques 
CA, CB el AB. Placons Torigine en C et prenons pour ligne 
coordonnee iniliale le c6t^CA : la courbure totale chercheeK 
sera donnee par la formuie 

K= f fkdQ= r fkGdbdr 
ou dQ designe Taire elemenlaire; en vertu de(6), elle devient 



--// 






Integrons par rapport a r, en observant que pour r infiniment 
petit — = I ; en effet, pour r = o, on a r rf8 = G rfQ ou r = G, 
dr = dG ; nous aurons 

mais Tequation (c) donne 

d(j . .di \ 

= — sini 



dr ds ^ /()6\2 



m 



p d^ di T _ di ds _ di ^ 
~ ds ds 'Z7df\^ ~ "" ^ 55 ~ "~ 50' 
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done 

Cette expression doit ^tre int^gr6e de o ^ C; or Tint^grale de 
di donne la difference des valeurs de t en A et B : Tune de ces 
valeurs est A, Tautre it — B; on a done 

K=G-i-A-+-B — 7r; 
on pent done enoncer ee th^or^me tr^s remarquable : 

Th^oreme. — La courbure totale d'un triangle geode- 
sique est egale a Vexc^s de la somme de ses angles sur 
deux droits. 

Ou bien encore : 

La somme des angles d\ui triangle geodesique est egale 
a, sa courbure augmentee de deux droits. 

Par suite : 

Let somme des angles d'un polygene geodisique est 
egale a sa courbure plus autant de fois deux droits quHl 
y a de cotes moins deux, 

Dans un triangle infinitesimal, la courbure est infiniment 
petite du second ordre; done, aux termes du second ordre 
pres : 

La somme des angles d^un triangle geodesique infini- 
tesimal est egale a deux droits. 

La somme des angles d'un triangle infinitesimal quelconque 
est de deux droits; mais ordinairement la difference avec 
deux droits est du premier ordre, tandis que, quand le triangle 
est geodesique, cette difference est, en realite, du second 
ordre. 



ii6 
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XIV. — Snr rintegration des equations des lignes geodesiques. 



L'equation (i^) 



(17) 



d 



dh 



d^ 



2 -^(LX'-|.Rjx')== .0 V^ + s. ^ X>'+ 



ds 



d\ 



d\ 






peut se transformer et se ramener a la forme canonique; 
posons, en effet, 



(^) 


aT-LX'2-x-aRX>'-i-M{x'2, 


(?) 


X, -LX'-hR(x', 


(■!) 


{jli = RX'+M{jl': 


nous aurons 




(0) 


. dT dT 



nous tirons de (P) et (y) 

MX, — R|x, 



(0 



(O 



X' = 



LM — R2 



V- = 



LfXi — RX, 
LM — R* 



^'^^ LM-R^ ^^^'~^^^^^^"^^^'^' 



En vertu des formules (p) et (a), (i-j) pourra s'^crire 
(6) ''^' 



ds 



dT 



Ceci pose, la lettre d designant jusqu'ici une d^riv^e prise en 
considerant )v, [jl, V, [x' comme des variables independanles, 
servons-nous de la lettre S pour repr^senter une d^riv^e prise 
dans rhypothese ou )v, [jl, Xvi, [x< seraient variables ind^pen- 
dantes : la fonction T ^tant homogene et du second degre en 
V et [jl', on aura, en vertu de ( P) et (y). 



ou 



2T = X'Xi+(i.>i 
T = — T-+-X'XiH-{jL>i 
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onnant alors a X, X|, |jl, |jL| des accroissements arbitraires 
Ov, 6/7v, , . . . ; V et [x' prendront les accroissements cDJ , rfjx'; 
a for mule prec^dente donnera, 

-f- X' fl?Xi -I- JJt' C^JAj -I- X 1 d\' -T- [JLi c?[jl' 

et, en ayanl egard a (3), 

t/T = ^ cO< ^v— du. ~ X'6?Xi -4- a'fl^uLi. 

Oh djJt ' 111 

Celte formule exprime que I'on a 



(th) 



(?) 

La formule (6) el celle que Ton en deduit en changeant)ven [x 
peuvent s'ecrire comme il suit, en verlu de (tct); nous les fai- 
sons suivre des Equations (p), 



8T dT 


8T dT 


8X dV 


0[x d{x 


oT ^, d\ 

8Xi ' ~ ds 


ST , d^ 

8u.i '^ <i5 



(i9) 



( d\, 
\ ds 


8T 

oX' 




oT 


i dx 

\ ds 


8T 

8Xi' 


d\j. 
ds 


8T 



Telles sent les Equations des lignes geodesiques ramenees a la 
forme canonique : T est d'ailleurs donne par la formule (!J). 

Si Ton remplace dans cette formule (JC) \\ et ^^ ps^r -^^^-r- 

et si I'on egale a 2A la valeur de 2T ainsi transformee, on 
obtient T^qualion aux derivees partielles 



(20) 2/i(LM-R2)=Mf j^j — 2R^^ — -+-L( — ) , 



dQ ae ^ /de\ 



et, si I'on connait une int^grale complete de cette equation, 
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c'est-a-dire ici renfermant une constante arbitraire a, les 
Equations finies des lignes g^od^siques seront 

(loois) ^- = const., -77 = 5 -h const. 

da on 

II y a un cas tres ^tendu dans lequel on pourra loujours 
effectuer Tin t6gra lion. 

Supposons que Ton ait pu prendre R = o, L = M = A, la 

formule (20) devient 

s'il arrive alors que A = <f{\) 4- ^([x), on pourra prendre 



dl 



= 2A«p(X)-i- a, 



la formule (o-) sera alors satisfaite, et Ton aura 

On connait ainsi une solution complete de (c), d'ou I'on 
conclut I'equation des lignes g^odesiques 

p et Y d^signant deux constantes. 

A ce cas examine par Liouville, on pent en ajouter un 
autre : c'est celui ou R serait de la forme 

en supposant L = o, M =: o, R = A, T^quation (20) devien- 
drait 

Posant alors 

e = <i.(X)'P(,x), 
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on aurait a determiner 4> et ^ par la relation 

<I.(X)<F(|A)*'(:X)V'(,x)=Atp'(X)y(HL); 

on prendrait alors 

<I.'(X)*(X)=A<p'(X), 

W'(|JL)V((X)=^-((X), 

d'ou ____^ 

*(X)= v/'iA!B(X)-Ha, 

et, par suite, 

e = /[2A<p(X)-+-a]24.(t^). 






Nous aliens appliquer ces considerations k la recherche des 
h'gnes geodesiques des surfaces de revolution. Les m^ridiens 
et les paralleles formant un syst^me orthogonal, nous les 
prendrons pourlignes coordonn^es. L'equation des surfaces 
de revolution est de la forme 

nous pouvons poser 

a: = rcos0, ^ = rsin0, ^ = <p(r); 
nous en tirons 

-=cose, ^=sme, ^^f'C'-). 

dx *' a ^y ft ^^ 

— =— rsme, ■^=rcose, ^ = ^• 

Les quantites designees par L, M, R sont ici 

i-^^'Kr), r2, o; 

on a done 

c?52 = (i -h cp'2)c?r2 -h r2c?e2, 

'2T = (n-cp'2)r'2-4-r2e'2, 

et, en appelant /'<, 8| les derivees de T par rapport a r' et 9', 

ri = (i-+-cp'2)r', 61=^26', 



on en conclut 



r^ 02 
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L'equation aux deriv^es partielles d'ou depend la solutio/? 
probleme est done 



ds \^ I /ae\2 1 



que Ton peut ecrire 

\dr) i-r-^'i^\d^) -^""^ ^ 
on oblient une solution eompl^te en posant 



e = / 4,/2/f(r-hcp^'^) — aa ' 'J dr-\- v/aaO, 
et les equations des lignes g^odesiques deviennent 



2a 



(i-i-o'i)dr 



h 



iv 



= S -~ 



,. 2/,(,-^cp'2)_2ai^-^ 



ou en ne cohsiderant que la premiere, la seule importante 
seconde ne faisant connaitre que Tare 5, 

_e_ __ r {i-^^'^)dr ^ 

OU bien 



V^ 






Dans la sphere de rayon a, on a cp (r) = y a- — r^ ; les eqi 
tions des geodesiques deviennent alors, en changeant la cc 
stante P, 



6—60 __ rdr 
ay/a a J '' 



v/(a2 — r'^){2.hr'^ — 17.) 
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Nous pouvons ecrire cette equation ainsi 
a(e — 60) /*^/-/ r^ 



4- /a^ — ' 



/•^ 



v/2a^ / ''* \v/a2 — /'=i /,/ 2hr'^—2(x 



v/. 



en introduisant un facteur indetermine \/ff. On peut disposer 
de ^ et de A", de telle sorte que 



•2 Wi/*^ - '10.S^ , „ «^ — Z'* 
* 11 — I — A:2 — , 



quel que soit r; il sufiit pourcela de faire ridentification des 
deux membres, apres avoir chass^ le denominateur r^. L'e- 
quation des lignes g^odesiques devient ainsi 



aA-(e-eo)_ / 


r 


y/idg J 


/ , , a'^ — r^ 

1/ ' '' r^ 



D'ailieurs k et g sont determines par les formules 

igh — A:2 = i, lag = a^A'^] 
la formula prec^dente peut alors s'^crire 

\l q!^ F'2 

I 6 — On) — arc sin A: 

r 

ou 

A:/a2^~r2= rsin(e — 60); 

si Ton fait alors a; = /'COS 0, j<-= /• sin 0, ^ = \/a2 — r-, on 

trouve 

kz^^ — :r sin 60 -4- ^ cos 0© : 

c'est r^quation d'un grand cercle quelconque. 

Sur une surface developpable, on peut prendre M = L = i , 
R = o. L'equation aux derivees partielles devient 
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d'ou Ton conclut 

Fintegrale des lignes geodesiques est 

X UL 

-lz= = const. : 







d^x 
dldix 


dx 


^2y ^y 
dl d^t. d\ ' 


d^'Z dz 
d'A dii d\ ' 


= 0, 






d^x dx 
dl d^L d^L 


d\y dy ^ 
d\ d^i dii 


d^z dz 
dk d^i d{JL 


= o; 


I'ou 


Ton 


tire 










e) 




d^x 
dldii 


= 0, 


d^y 
dl dii "" ""' 


dU 
dXdii 


= 0, 



c'est une equation quelconque du premier degre, ce qui 
s'explique en observant que les lignes geodesiques se trans- 
forment en lignes droites dans le developpement de la surface. 

XV. — £tnde d'nne surface remarqnable. 

Parmi les surfaces, il j a lieu de distinguer celles dans 
lesquelles les deux rayons de courbure sont ^gaux et de 
signes contraires et que nous avons rencontrees dans le 
calcul des variations. On peut en trouver les Equations d'une 
mani^re tr^s simple en observant que I'indicatrice est une 
hyperbole equilatere : alors, si Ton prend les lignes de lon- 
gueur nuUe pour lignes coordonn^es, on aura 

L = o, M = o, r = o. 

Cette derniere, qui exprime que les lignes coordonnees sont 
conjuguees (puisqu'elles forment un faisceau harmonique 
avec les asymptotiques), peut s'^crire 

d^x d(y. z) d^y d(ZyX) d^z d(x,y) _ 
dld^ d(X, [jl) "^ Oldii d(l, {JL) "^ dldii d{ly fx) ^ ^ '' 

en differentiant les deux autres, on a 
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a moins que le determinant LM — R- ne soit nul, auquel cas 
la surface serait une d^veloppable isolrope. Les Equations (8) 
donnent 

(o) ar=cpi(X)H-(p,(fx), r = Xi(^)-^X«({^)i '5 = 'Vi(^)-^4^2([^)» 

?i> ?2? X*' X2> ^1, ^2 etant assujettis a satisfaire aux Equa- 
tions JL = o, M = o, e'est-a-dire 



(O 



) ?'2^ + X?-f2* = o. 



Si Toil prend cp i 0^):= ol, fiil*-) = ?> on aura la solution sous 
la forme donnee par Monge 

-a? = an- P, 

d'ou il parait difficile de deduire des solutions reelles. Voici 
une autre solution due a M. Weierstrass. Posons 



la premiere formule (e) sera satisfaite, et Ton aura 



— W2 /_-i(i_+-t^2) 



1U 



si ron egale cette suite de rapports a - Q"'(a) -w-y on aura 



du 



dX 



- C{i-\-u^)^"\u)du, 



x.-^7 



4^1= Cu^"\u)du, 
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Si Ion elTeclue les inlegralions, on Iroave 

on satisfait de meme a la seconde formule (s) en posant 



— . t\ 



el Ton Irouve 






7.i 



^ —\—i ^-^T.'(pi — PT,\v;— T,(p)L 



•i, _^ i-'r/t T — t'i n : 



et les quantites 

J^ = ?i — ?!• ?^/a — Vj^ -5 = 4'!— ^'i 
seroni reelles si ron prend 

f/ -- ; — r. v/— 1, ^^l — ^, )/— " , 

6(1/) -. F(J _ T. v^, T.(p) = F($ - T. /=n"); 

alors 0(w) el t, ( r) seroni des imaginaires conjuguees. Pour 
plus de delails sur les surfaces dont il s^agit, nous renverrons 
aux Lecons de M. Darboux Sur la theorie generate des 
surfaces, el au Memoire de M. Ribaucour Sur les elas- 
soides, qui a remporte le prix a rAcademie de Belgique, 
Je i6 decembre i88o. 

Nous ferons observer que, si la fonction F(5 -^ "^l ^ — i) esl 
algebrique, la surface que Ton obtient esl elle-m^me alge- 
brique, ce qui montre que, parmi les surfaces a courbure 
totale nulle, il y en a d'algebriques. 
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XVI. — Sur ane classe particnliere de geodesiques. 

Sur toute surface, il existe une classe particuliere de 
geodesiques, que Ton peul trouver quand on est parvenu a 
mettre 1 'equation qui donne ds^ sous la forme 

(a) ds'^= Xidl'^-r-d^'^). 

Pour trouver les lignes geodesiques, il suffit alors de 
trouver une solution complete de T^quation aux derivces 
partielles 

i[(f)'--(*)>- 

Si Ton suppose A = o, cette equation s'integre, quel que 
soit A, et il suffit de poser pour cela 



pourvu que a'*^ H- 6- = o ou 6 = ih a \j — i ; ainsi, en prenant 

= a(X =b {X y/ — i ), 
les equations des lignes geodesiques seront 

^^ ^ I / 

-—= const. ou K±i\L)J — I = const.; 

aa 



leur equation differentielle est <£k zti da y — i =: o ou bien 

d\^ -^ d\L'^ r=i o. 

Pour ces lignes, on a A{d).' 4- d^L'^) = o ou ds'^ = o, en vertu 
de (a). Ce sont, comme Ton voit, des lignes de longueur 

DuUe. 

On voit que dans la surface etudiee au paragraphe prece- 
dent les lignes coordonn^es sont geodesiques. 
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XVII.f— Gonrbes harmoniqnes. 

Lorsque deux families de courbes sont telles qu'en leurs 
points de croisement leurs langentes formenl un faisceaa 
harmonique avec les langentes aux Hgnes coordonn^es, on 
dil qu'elles sont conjuguees harmoniques. 

Si ds designe T^lement lineaire d'une courbe, os rel^menl 
lin^aire de sa conjugu^e, les projections de ces ^l^ments sur 
le plan des xy devront former un faisceau harmonique avec 
les projections des elements des Hgnes coordonnees; on 
devra done avoir 

\y ^y . ^^ ^y ^y . ^^ 



^y ^y , ^^ ' ^y ^y . ^^ 

dx d\ ' dX dx d\i. ' d^ 



— I 



ce que Ton pent ecrire 



^ dx ^ dy . dx , dy 
ov -^ hx -^ dy — , dx -- 

= o; 



5. dx <s dy . dx j dy 

^y 057 --^ dy -^ dx -— 

'^ d]x d^ "^ d)i. d^ 

si Ton remplace S^ par — r ^^ + J" ^[^? . . . , on trouve ce que 

Ton pouvait pr^voir 

^ __ 8X 

d\i.~ 8fx* 

Th6oreme I. — Les Hgnes de courbure sont conjuguees 
harmoniques des lignes de longueur nulle. 

En effet, si Ton prend les lignes de longueur nulle pour 
lignes coordonnees, on a L = o, M = o, 

ds^ = R rfX dii. 

Quant a I'^quation des lignes de courbure, elle deviant 

Idl^—m <ifjt2 = o 
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et se decompose en 

de ces deux equations, on lire des valeurs de -i- <^gales et de 

signes conlraires, ce qui demontre la proposition enonc^e. 
L'equation des asymptotiques prend la forme 

/ c?X* -f- m d}x'^ = o, 

quand a* = o, c'e$t-a-dire quand les lignes coordonnees sont 
conjugates; elles sont done conjugu^es harmoniques, ce que 
'on devait pr^voir. 



XVIII. — Gomposantes de la courbure. 

^ous considererons la courbure - d'une courbe, en un point 

M de cette courbe, comme representee par une droite dirigee 
suivant la normale principale; sur cette droite, a partir du 
point de contact, vers Ic centre de courbure, on compte la 

longueur - • 

La courbure -> a ce point de vue, pent done ^tre decom- 

pos6e en d'autres dirig^es suivant des droites donn^es; ses 

d^ X d^ y d^ z 
projections sur les axes sont —j-^y -rjf -1-7 • 

Considdrons une courbe tracee sur une surface : si Ton 
decompose sa courbure en deux droites dirig^es, Tune suivant 
Ja normale a la surface, I'autre suivant une tangente, la pre- 
miere de ces droites sera la courbure normale, la seconde 
sera la courbure tangentielle ou geodesique. 

Soil 6 Tangle que fait le plan osculateur de la courbe avec 
le plan tangent a la surface : sa courbure tangentielle ou geo- 
desique sera 

cos 6 

> 
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el la courbure normale 

sin 6 

La premiere est nuUe dans les courbes geodesiqnes et la 
seconde dans les lignes asymptotiques. Nous allons voir tout 
a rheure la raison pour laquelle la courbure tangentielle a 
recu le nora de courbure geodesique. 

XIX. — Sur la courbure tangeutielle ou geodesique. 

Lemme. — Soient R et R' les rayons de courbure de deux 
courbes AB, AB' tangentes en A. Si U on prend sur ces deux ' 
courbes des longueurs AB, AB' egales a ds, les tangentes 
en B e/ B' a ces courbes feront un angle c/io donne par la 
for mule 

/ X f o ds'^ ds^ ds ds ,^ ^,. 

(a) ^0)2 = _ _|- _ __ -2 __ _ cos(R, R'). 

En effet, si Ton mene, par un point O de I'espace Oa paral- 
lele a la tangente commune en A, 06 et Ob' paralleles aux 
tangentes en B et B', si sur ces tangentes on prend 

0b = 0b'=0a = i 

dans le triangle abb' ^ on aura 

(6) a6 = — , ab'=-^, bb' = do}, 

M\ n. 

et la formule 






bb' — ab -T- ab' — lab ab' cos{ab^ ab') 

donnera la relation (a), si Ton y remplace ab, ab' , bb' par 
leurs valeurs (6), et si Ton observe que aft, ab' sont paralleles 
aux rayons de courbure R et R'. 

Maintenant considerons une courbe quelconque AB trac^c 
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sur une surface : par les points A et B infiniment voisins, 
inenons des arcs de geodesiques tangents AKC el BR; Tangle 
CKB sera Tangle de contingence geodesique; en I'appelant £ 

el en posant AB = ds, le rapport ^ sera la courbure geode- 



Fig. 6. 



(i> 






K.- — 



N. 




7 



B 



sique au point A. En effet, prenons AC = AB; Tangle des 
langentes en B et C a AB et a AC sera donne par la formule 

i 

mais, par le ih^oreme de Meusnier, la geodesique ajant son 
plan osculateur normal a la surface, si Ton appelle 9 Tangle 
que le plan osculateur de AB fait avec le plan tangent, on aura 

R':^^ -.— H et, par suite. 



( a) 



O) = 



R 



En general, les langentes en B et C ne se rencontreront pas; 
inais, si Ton suppose que la. Jig, 6 soil une projection sur le 
plan tangent a la surface en o), les angles ne differeronl de 
leurs projections que par des termes du second ordre el, a ces 
lermes pr^s, on aura 

(6) aj-HajBG-T-BG(o = it; 

dans le triangle geodesique KCB, on aura aussi, aux termes 
du second ordre pr^s, 

K-r-KBG-T-BGKr^TC 



ou 



e-4-ojBG -i- BGto = it; 
L. — Traile d'Analyse^ VII. 
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de cette formule et de (6) on lire 



oj = e; 
on a done, en vertu de (a), 

ds cos 6 

ou 



e _ cos 6 
ds ~ TT' 

ce qui prouve le th^or^me que nous avons enonc6, e 
juslifie la denomination de courbure geodesique dor 
Liouville a la courbure tangentielle. 

On a encore donn^ a la courbure tangentielle le 
courbure de developpement ; celte denomination est 
par le th^oreme suivant : 

La courbure tangentielle d'une courbe est ega 
courbure de la transformee de celle-ci quand on 
pose traceesur une developpable dont elle serait la 
de contact avec la surface proposee^ quand on eta 
surface developpable sur un plan. 

En effet, la courbure geodesique d'une courbe tra 
une developpable est egale a la courbure propre de Sc 
formee plane; pour etablir ce fait, il suffit d'observer 
geodesiques d'une developpable ont pour transform< 
droites ; Tangle de contingence geodesique se transforn 
dans Tangle de contingence de la transformee plane, et, 
Tare ne change pas de longueur apres sa transformatio 
demontre le fait enonce; mais la courbure geodesiqu( 
courbe est la m^me par rapport a toutes les surfaces 
scrites dont elle est la courbe de contact; done, etc. 

c. Q. I 

C0ROLLA.1RE. — La courbe C tracee sur une sur J 
et dont la courbure geodesique est constante, pei 
trouvee comme il suit. Si Von circonscrit suivam 
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courbe C d la surface S line developpable D et que Von 
^tale cette developpable sur un plan, la transformee de 
^ci courbe C sera une courbe de courbure constante, c^est- 
^i^dire un cercle. 

L'equation different! elle de la courbe qui nous occupe est 
da second ordre et, en general, difficile a integrer. 

XX. — Gourbnres tangentielles en coordonnees carvilignes. 



Xja courbure tangentielle joue un role important dans la 
tli^orie des coordonnees curvilignes : nous allons en calculer 
r^ expression. 

Hest clair que le cosinus de Tangle 8 que le plan osculateur 
fatitavec le plan tangent est egal au cosinus de celui que la 
noirmale principale fait avec la normale a la courbe situee 
dt3i ns le plan tangent. Les cosinus direcleurs de la premiere 
dt.*oitc sont 



d^x 
~dsi 



d\y 
ds^ 



d^z 



ceux de la seconde sont 



v/LM 



I ( , d,^ 






^^^ a done 



d^x d^y d^z 



o 



r o 



n a 





ds^ ds^ 


ds^ 


cos 6 T 


dx dy 
ds ds 


dz 


P ^LM R2 


ds 




p p' 


p' 




dx dy dz 
d\ dl d\ 




1 


dx dy dz 
d[i. di*. diL 


• 


LM - R2 


t 


1 


P P' P 
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multipliant ces formules membre a membre, on a 



cos6 



(LM — R«)2 



2 
2 



rf*x dx ^ <Px dx ^ d^x 
'ds^ dX ^ ^'i*^ .^ ^ ^^ '' 



'ds dX 



2^5x 



2 
2 
2 



# » 

ds d]i. 
dx 






2 



ou bien, en observant que les deux premiers 6Uments de la 
derniere Jigne du determinant sunt nuls, 



V^LiM — K* 



cos 6 



(«) 



2d^x dx ^ dx dx 
~d^ dljZi'ds diJL 
^ d^x dx ^ dx dx 
jZi'ds^ djl^"^ d\ 



Developpons -ry et —,- suivant les puissances et les produils 



dl 



de -J- = V et -j- = [x'j et faisons attention aux identil^s 






2d^x dx 
1)X2 dl 

2d^x dx 



rdL 
2 d\' 



dn 

dl 



1 ^ 

2 dfJL 



nous trouverons 



cosO 



v/CM -"R^ ^^ = X's [i ^ (X'R -^ (x'M) 
p L2 aA ' 

-r-X>'[^(X'R + ,x'M)-^(X'LH-,x'R)] 



■'■ [- ; 



m 

dy. 



(X'L-+-{a'R) 



/I aM dR\ ,.,^ ,_ 1 

+ (XV-[jl''X')(LM-.R2). 

Telle est I'expression de la courbure geod^sique ; on voit que : 

La courbure geodesique est une fonction des seiiles 
quan tiles L, M, R, de leurs derivees et de V, [x', X'', jji". 



I 



I 
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On peut deduire de la formule precedente les courbures 

geodesiques des lignes coordonnees [jl = const., X = const. 

J , . cos Ox cos 6m 
que nous desiffnerons par -, -; on trouve 



px 

cosOu, 



R dh 



v/L.M — H* 



Pv- 



1 L v^L <>>^ 
_ R_ d}i\ 



I dM 



I dR 



>/M <^(^ 



On peut deduire de la un theor^me important, parce qu'il 
peut eviter au calculateur des recherches infructueuses, et 
qui peut s'enoncer comme il suit : 



Th^oreme. — On ne peut pas, en general, tracer sur 
line, surface donnee deux systemes de iignes geodesiques 
qui soient orthogonaleSj a moins que cette surface ne soit 
developpable, 

^ CO . ' \i r» cosOi cosOm 

En ellet, si 1 on suppose K = o, = o et = o, les 

^^ . PX P{i ' 

formulas prec^dentes deviennent 



dh 



= 0, 






= o; 



la fonction L ne contient done pas [jl, et la fonction M ne 
contient pas "k'/il en resulte que Ton peutrepr^senterle carre 
d'un arc ds^ trace sur la surface par une formule telle que 

ou meme par un changement de coordonnees 

Si I'on calcule alors la courbure lotale K de la surface, on 
trouve K = o, relation qui ne peut avoir lieu que pour une 
surface d^veloppable, puisqu'un rayon de courbure principal 
doit etre infini (p. loi). 
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XXI. — Nouvelle expression de la courbnre geodesiqne. 

La formule (a) du paragraphe precedent 

/FT/T — iTJ ^^s6 "^ d^x dx ^ dx dx ^ d^x dx "^ dx dx 

pent s'^crire comme il suit : en appelant i ety les angles que 
fait ds avee les lignes coordonnees, on a 



V 



et 



d^x dx _ d "^ dx dx "^ dx d dx 
ds^ ^ ~ ds ^ds dX ~ ^ 'ds ITs'dX 

dx dx 



V? "^ O^ ITU 

done (a) devient 

J\M ~ R2 

P 

( P) - = /M cosy 1^-^^ _ (^_^_ X'^ ^ . ^ X',. + -^ H'* ) J 

/P .frfv/Mcos/ i/dL.„ dR., , a.M ,.,1 
-Acos^[ ^^ ^ --(_X'^H-,_X>--i--^-»)J 

On remarquera que les coefficients de^/Mcosy et y^Lcost 
sont les premiers membres des equations des lignes geode- 
siques. 

Cette formule se simplifie en supposant les coordonnees 

orthogonales. Alors R r= o, y = t, et Ton a 



cos6 _ I . . f d\/\j co%i I ^^ ^ict I «^M \ 
p ~ y/L \ ds 1 d\ 1 dX ^ J 

-cosil — - — -. r- A - 



2 (^(JL ^ y 



y/M \ ds 1 d}i. 

Effectuons la differentiation indiquee et observons que Ton a 

cos? = \/LX', sin I = v/M [jl' ; 
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nous aurons 



,,, i^^=-S^j^K'-i/?--i/i 



-jfK->'?-»-i/S) 



Or cos^ i -r- sia^ i=i ; done 



et, en d i visa nt par y/LM, 






v/LI 
requation (y) devient alors 

cos6 _ di I /^L . , fJM / 

Faisons successivement /=:=o, i = -> el appelons - la cour- 

bure geod^sique de la Hgne ds; appelons — et — les cour- 
bures geod^siques des lignes coordonn^es; nous aurons 



par suite 



I _ I ^T. I _ I dM 






ou encore 

I di cos I sini 



Y ^* YX Y{J. 

formule decouverte par M. O. Bonnet et qui permet de mettre 
les equations des geodesiques sous la forme 

di cos i sin i 



ds YX Ypi 
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XXII. — Theoreme de M. 0. Bonnet. 

On "peut donner de la coiirbure geodesique une expression 
remarquable due a M. O. Bonnet. Si Ton d^signe par dx^ 
dy^ dz et par 8^, 8j', os des d^placements effectues sur la 
surface dans deux directions rectangulaires, on aura ^videm- 

ment Texpression suivante de la courbure geodesique de 

la courbe dx^ dy, dz 

cos 6 d^x ^x d^y t^y d^z 8-s 



p ds^ Is ds^ Is ds^ 85 



ou 



cos 6 v^ d^x 8a? 



or on a 



^dx^ = ds^y V 8:r2 = 8*2. 

Si Ton diff^rentie la premiere de ces formules avec la carac- 
t^ristique 8, on a 

(b) ^ dx dx =: ds^ ds; 

si Ton differentie la condition d'orthogonalite 

\ dx 8rF = o 

avec la caracl^ristique rf, on a 

\ d^ .r 8iP -f- \ dx ^dx = 0', 

en vertu de (a) et (6), cette formule donne 

, , cos ^ ds 

P dscs 
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XXIII. — Theoreme de Lam6. 

Supposons que AB(ftg. 7) repr^sente la ligne coordonnt^e 
a = const, et AD la ligne coordonnee X -— const., supposons 
les coordonnees orthogonales et soient DC la ligne dans 
laquelle se change AB quand [x se change en [jl -f- Atx et BC 

Fig. 7. 




celle dans laquelle se change AD quand A se change en 
A -\- A^v. Par les points A, B, C, D menons des arcs de geod^- 
siques tangents aux cotes du quadrilat^re ABCD : nous for- 
merons un octogone g^od^sique APBQCRDS dont les angles 
seront donnes par les forniules 

k=^j P— IT — ex, ^ = 7' Q = "^ — £{!-+- ^^XejA) 

C=^'> R = TT-f-ex-^ Ajxex» D=^-» S=-— Ejx*, 

£X et ejx designant les angles minima que font les tangentes 
geodesiques en D et en B avec les tangentes en A. Expri- 
mons que la courbure totale de notre octogone est egale a 
I'exces de la somme de ses angles sur douze droits ou sur 
67: (p. ii5); nous aurons, en appelant R la courbure totale 
de la surface en A et S, la surface ABCD 

SK= ^l^^-h^^^l 

^ dsn ds\ , 1 

Or on a £ji.= — -^ ex= -7-^ en appelant ^(^ et yx les rayons 

J jX J A 
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de courbure geodesique des lignes X = const, et [jl = const, 
et 5jx, si les longueurs de leurs arcs; on peut donp ecrire 
I'equation pr^cedente 

ou bien 



ou encore 

'2, y/M dl Yii .Jl y/L ^[^ YX dX <^fi 

or (p. i35) on a vu que 

I I ()L I I dM 

YX ~ iL y/M ^f^' Y|x ~ iM )/L dl' 

done la formule prec^dente peut s'^crire 

K = - - n- — + J— -i- J>^ . 

Telle est Tequation de Lam6 qui doit avoir lieu pour que 
le systeme de coordonnees soit orthogonal. 



XXIV. — Courbure normale et courbure propre. 

La courbure geodesique s'introduit bien plus naturellement 
dans la theorie des surfaces que la courbure ordinaire ou 
propre des courbes tracees sur ces surfaces. Toutefois, si I'on 
tient a calculer la courbure propre d'une courbe, il faut cal- 

culer sa courbure tangentielie ou geodesique — ^ et sa cour- 
bure normale : la racine carree de la somme des carres 

P 

de ces courbures fournira la courbure propre -• 
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La courbure normale est celle qui se presente tout d'abord 

quand on veut calculer la courbure d'une courbe trac^e sur 

une surface ; et, en effet, si Toq se donne les cosinus direc- 

teurs de la tangenle a cette courbe a, 6, c au point (jr, y^ 5), 

les cosinus directeurs a\ b', d de sa normale principale; si 

Ton appelle /?, q les d^rivees — » — ; r, 5, ^ les derivees — ^) 

» ---r du z de la surface, p le ravon de courbure de la 

courbe, Tangle que fait leplan osculateur de la courbe avec 
le plan tangent a la surface, on aura 

. ^ a'p -\-h' q — c' 
sm6 = — ^ ^ » 

et, en observant que a'= p -^ , 6 = p ■^, c'= p ^- , 



sine ^~d^ ~^^'d^~ ~d^ 



^s/p^-^q^-T-x 



ou, en observant que 



d'*'X d^y d^z \ / dx\^ dx dy I dy\'^'\ 



on a finalement 



sinO 



±LSI\ 



P 



r fdxy^ ^^ f^y] 

2~r^ [, \ds J ds ds \ ^* / J 



C'est done la courbure qui se presente quand on 

P 

cherche -• Gette formule, quand on y fail 0=o, est celle 

que I'on a trouvee (t. II, p. 458) et dont on a fait usage pour 
Tetude de la courbure dans les sections normales; elle con- 
tient la demonstration du theoreme de Meusnier. 
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La courbure norraale en coordonn^es curvilignes sera 
donnee par la formule (p. 99) 

sine /X'*-^2rX>'-4-mfA'« 



\) 



!.! 



P v/l-M — H»(LX'»-i- 2RX>'-T- M|ji'2) ' 

la courbure d*une asymptotique est egale a sa courbure g^o- 
desique, celle d'une g^odesique a sa courbure normale. 



XXV. — Torsion geodesiqne. 

Soient - la torsioa geod^sique d'une courbe, di-:^ -=; son 

angle de torsion ; di^ Tangle que fait la normale a la surface 
avec le plan tangent a la courbe normale a la surface menee 
par le point infininient voisin; soitenfin 8 Tangle que le plan 
osculateur a la courbe fait avec le plan tangent a la surface. 
Nous avons vu que (p. a5) 

nous aurons alors, en divisant les deux membres de celte 
formule par Tei^ment d'arc ds et en observant que — est par ' 

definition egal au rapport -^ > 

I _dz d^ 
g ~ ds ds 

En appelant a, p, y les cosinus des angles que la normale 
a la surface fait avec les axes, nous avons trouve (p. 24) 

\ dx dy dz 
(a) ds d^ — \ a ^ ^ 

\ doL d^ d^ 

or a est effal a — /^ ou ,_ > done 

doL = — ^ — -\- p.d 



y/LM — R« \J\M — R2 



t 
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Si de la troisieme Hgne oq retranclie alors le produit de la 

seconde par i^/LM — K^ d— — ^ =^ on trouve 
^ ^ i/LM U« 



ds d^ = 



LiM — R« 



or 



' dx df dz 

P P' P" 
dp dp' dp" 



\ P P P 



2- . _ _. \ dx dy dz 

dr i)y dz 
I (>(Ji O^i Oil 

r en multipliant membre a niembre, on a 

o Ldl-^Rdix Rdl~r-Mdii ' 

i 



(LM — n^)^dsd^^- 



ou en observant que ^P^ = LM — R- 



0) 



i 



(LM — R^)dsd^ 



I =.-(L^A-r-R^Ix)2^rf/' + (R^-M<a)2^f^/^ 



Or on a 






dii 



on 



(*a? 



2k* 



^r 









(^{JL-^ 



^■^ dp = —{ld>.'r-r dix); 



la for mule (i) donne alors 

( LM — R^)ds d^ =r.- (hdX h- R d\L){rd'k -h m d\i ) 

— (RcA -+- M d\i){ldX -h r</|jL). 
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En appelant alors — la torsion g^od^sique, on a 

(21) I g LM — R» *■ ^ ^ 

I -4-Xy(/M — /?iL)-^fA'»(rM— /nR)]; 

en egalant - a zero, on retrouve les Equations des ligaes dc 

courbure. En prenanl les lignes de courbure pour lignes 
coordonnees, on a 

en appelant alors 5" ^*^ d~ '^^ courbures principales, on a 
ou 





^ '^Mr. R.) 


ou encore 




(C) 


1 ./ 1 I \ 

- = Sin t COS i ( ^ ^- . 



Cette formule (c) pouvait se d^montrer en partant de la 1 

formule (a) et en supposant que Ton ait pris le plan tangent j 

et les sections principales pour axes. Le calcul est ires simple, \ 

nous nous dispenserons de le faire. * 

La formule (c) peul s'^crire, en posant a=-(p w~)' 



( A ) — = a sin 2 i. 

g 



La torsion g^od^sique d'une courbe ne depend done que 
de Forientation de cette courbe par rapport aux lignes de 
courbure et elle varie comme le carr^ du rayon vecteur d'une ' 

lemniscate de Bernoulli. Si Ton observe que — = 1. _i_ _, 

^ g 1^ ds' 
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en vertu du th^oreme de Lancret, on vait que, pour une Hgne 
g-eodesique, rfQ etant nul, on a 



= a sin2{. 



Done la torsion (Tune ligne geodesique ne depend que 
de son orientation et varie comme le carre da rayon vec- 
tear d^ une lemniscate de Bernoulli, 

La torsion d'une geodesique tangente a une ligne de 
courbure est done nulle. 

Done enfin une ligne de courbure ne feulelvQ geodesique 
que si sa torsion est nulle-, done : 

Pour qu^une ligne de courbure soit une ligne geode- 
sique, il faut qu^elle soit plane ^ et que son plan soit par- 
tout normal a la surface. 

Enfin on voit que les torsions geodesiques dans deux 
directions rectangulaires ont une somme nulle. 

La formule (A) fournit aussi une expression remarquable 
de la torsion d'une ligne asymptotique; le plan osculaleur 
d'une asymptotique etant tangent a la surface, on a 



et 



e =0, c?6 =0 



I _ I 



en sorte que pour une asymptotique comme pour une geo- 
desique, on a 



mais on a 



done 



(B) 



tang i = ~- — - , sin 2 I = a v/LM X' fx', 
yLcTk 



T=^^**fe-i)^>'^ 
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mais Tequation cles as^mptotiques e§t 

LX'2-hMfx'2 = I. 

En remplacant daas (B) V et [x' par leur valeur tir^e de la, od 
trouve 

et, si I'on observe que y- = -=r-, v? = -5-} on a facilement 



1 



T "V RiR« 



XXVI. — Des surfaces applicables. 

On dit que deux surfaces sont applicables Tune sur I'autre 
quand on pent faire correspondre leurs points deux a deux, 
de telle sorte que deux arcs correspondants infinimentpetits 
soient toujours ^gaux. 1 

Supposons que Ton ait trace sur deux surfaces un systeme 
de lignes coordonnees : soient X, [x les coordonn^es curvilignes \ 
d'un point M de la premiere surface, )w', [jl' les coordonnees : 
du point M' correspondant de M sur la seconde surface, ds, 
ds' deux arcs correspondants passant en M et en M'. On aura 
pour ds'^ et rf/- des expressions de la forme 

ds^ ~~hdk^ ~r-2.Kdkd\}. -r-Mc?fJL2, 

ds^^h'dV'^-V'i^'dX'd^-^Wdii!'', . 

et pour que les surfaces soient applicables Tune sur I'autre 
on devra avoir ds ^=i ds' on 

Mais dire que les points M et M' se correspondent, c'est dire 
que, M etant donne, M' est determine ; done on doit supposer 
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")/ et jjl' fonctions de X et jjl, de sorte que ds''^ peut se mettre 
sous la fornae 

en prenant pour variables X et (jl. Rieii ne nous emp^che alors 
de supposer les quantit^s X' et jjl' ^gales respectivement a ). 
et a [JL : la formule (A) devant alors avoir lieu quels que soient 
cOv et d'jJL, il faudra que Ton ait 

L = L', M = M', IN = N'; 

r^ciproquement, si pour deux surfaces les ^l^ments ds^ elds'^ 
correspondants affectent la m^me forme, ces surfaces seront 
evideinment applicables Tune sur I'autre. 

Nous avons vu que I'expression de la courbure d'une 
surface ne dependait que de L, M, N (p. io3) et de leurs 
derivees ; il en resulte le theor^me de Gauss : 

Theoreme de Gauss. — Pour que deux surfaces soient 
applicables Vune sur V autre, il faut que leurs courbures 
totales soient les mSmes aux points correspondants , 

En effet, la courbure totale ^tant une fonction de L, M, R 
et de leurs derivees, si I'on observe que, pour que les surfaces 
soient applicables, il faut que les L, M, R soient ^gaux, il 
faut que toutes les fonctions de L, M, R soient les m^mes 
dans les deux surfaces, et, en parliculier, il faut que les 
courbures totales soient les m^mes. 

Mais il ne suffit pas que les courbures soient egales aux 
points correspondants pour que les surfaces soient appli- 
cables Tune sur Tautre. 

Theoreme II. — Pour que deux surfaces soient appli- 
cables I' une sur V autre, il faut qu^une geodesique quel- 
conqiie de I' une ait pour correspondante une geodesique 
de Cautre, 

Ce theoreme resulte, comme le precedent, de ce que les 
g^odesiques ne dependent que de L, M, R. D'ailleurs toute 
L. — Traite d* Analyse, VII. lo 
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ligne minima de Tune doit ^tre une ligne minima de Pautre, 
puisque toutes les lignes correspondantes doivent 6tre ^gales 
en Ire elles. 

Liouville a donn^ de la courbure totale K d'une surface 
diverses expressions que I'on v^rifiera ais^ment en les com- 
parant k la formule g^n^rale de Gauss, ou en les calculant 
direclement. 

I* ds etant de la forme L clX^ -[- M rfjx^ 

K - ' f^ V^ __ _^ ^ 

fjx et yx d^signant les rayons de courbure geod^sique de 
[JL ^zz const, et )w = const. 

2" ris etant de la forme R dX d\k , 

~ fi d\d^ R^ oiT c^fx 
3** ds etant de la forme ljd\^ -\- d^^, 



K = --- ^'^^' 



) 



v/L ^{^* ' 
4" rf^ etant de la forme A^d'k^ + ^[^")? 

Quand A = const. , on a R = o et la surface est d^veloppable. 



XXVII. — Methode pour rechercher des snrfaces applicables 

les unes sur les autres. 

J 
Soient S et S' deux surfaces; soient X, [x des coordonn^es 
curvilignes relatives a la premiere surface, X', ]fl des coor- 
donn^es curvilignes relatives a la seconde ; soient ds I'el^ment 
d'arc trace sur la premiere, d^ I'^l^raent d'arc trac6 sur la 
seconde; soit enfin K =:f(\j [jl) la courbure totale de la pre- 



( 
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miere, K' = /'{V, (jl') la courbure totale de la seconde ; soient 
enfin 

ds'^- = L' dX'i -^ iW dX' d^i' -h M'dii'K 

Pour que nos deux surfaces, S et S', soient applicables Tune 
sur I'autre, il faudra d'abord que Ton ait, en vertu du theo- 
reme de Gauss, R = K', ou 

cette formule ne pourrait pas ^tre satisfaite dans le cas ou / 
se reduirait a une constante, a moins que /' ne se r^duise k 
la meme constante. Nous 6carterons d'abord ce cas. 

Prenons alors /=/' pour variable ind^pendanle, et sub- 
stituons cette fonction a la place de I'une des variables \ [x; 
en d'autres termes, supposons que )vSoitpr6cis6ment la cour- 
bure totale de I'urie et I'autre surface. On pourra ^crire 

(a) ds^ = LtA* -hiRdkdii -t-MrffA^, 

(p) ds'^=Vd\i-hiKdldii.'-hWdii'K 

Main tenant pour que nos surfaces soient applicables I'une 
sur I'autre, il faut que I'on puisse exprimer [x'en fonction de 
X et jx, de telle sorte que 

ds = ds' ; 
posons done 

la formule (p) deviendra 
el, pour que ds^ = ds'^^ il faut et il suffit que, en comparant 
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avec (a), on ait 



■■-'■■*C^)'"-»f«'. 



<r. i" = »'-4*«'^^' 



M 



--m- 



La derni^re formule donne 
la secondc 

la premiere 
ou 

V MVM / M'/M 

c'esl-a-dire 

^ _, Rnr-R2M 

^ = ^^ mSF ' 

ou 

R- R'2 

^ M M 

Pour que ro eJ <|> puissent ^tre regardees comme des derlvec 
d'une m^me fonclion jx', il faut que 

ou bien, faisant usage de la leltre d pour le cas oii X, a el j 
sont variables independantes, 

dm dm , d'^ d^ 
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on n*aura pas besoin de recourir a cette equation (e) si (3) 

contient [jl', car, en le tirant de la, on pourra verifier si ,- = ro 
et si -^ ^= ^. Si (8) ne contient pas [jl', elle sera identique; 
(e) devra avoir lieu, on en d^duira [jl' et Ton verra si ~— = rir 
et si -^ = ^. Dans ce cas les surfaces seront applicables. 



XXVIII. — £tnde da cas on la conrbnre est constante. 

Nous avons vu que, sur toute surface, on pouvait trouver 
un systeme de coordonnees, telles que la courbure put se 
mettre sous la forme 

(n^ -4- ± - _ _L /^?^ ^ dnog\ \ . 

sur ces surfaces, on a 

(b) ds^ = \idk^'^dii'^), 

Voyons a quelles conditions la courbure =b — sera constante. 

Ce cas ne pouvant ^tre traite par I'analyse precedente, il con- 
vient de I'etudier a part. 
Si Ton fait 

A -4- [1 /— 1 = W, X — |JL / — I = Vf 

la formule (a) devient 

0^ log A _ ^ A 

cette Equation a ete integree, comme il suit, par Liouville 
(voir les notes ^la Geometrie analytique de Monge, derni^re 
edition). On pose 

^^ 



JOO CHAPITRE III. 

la formule devient alors 



= o 



dudv du a a* 
OU; en int^graot, 

f(^v) designant une fonction arbitraire. Miiltipliant par —: 

il vient 

zh \- f{v^ — =0 

dudv la^ du *^ ^ ^ du 

et, en integrant, 

d^ 62 

F((^) designant une nouvelle fonction arbitraire. Soil ts[v\ 
une solution particuli^re de cette Equation : posons 

nous aurons 

Divisons par tj>2 et posons tj; = -, nous aurons 

s 



ou 



-«H*ls]*41-i=»- 



On peut int^grer cette Equation lindaire, et, si Ton pose 



W(.)=^-i,/e/C-'-f^']-.. 
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on troave 



r = \^(u)±W(v)] -, — , 



^(u) designant (a constante ({'integration. 
On en conclut, en vertu de (rf), 



e = T!T(p) — 






et 



(/) 



A -^ - 4«*^'(i')*'(w) 



Pour que A soit reel, <[> et ^ doivent 6tre conjugu^s; posons 

dODC 

4> ( a ) = a -4- p /=^, W ( p ) = a — p v^CTT, 
on a 

et, par suite, 

*'( M) ^'( i^)(rfX« + rffx« ) = da^ 4- rfp« ; 

la formule (/) pent s'^crire alors, en prenant le signe 4-, 



A = 



4a2 



et Ton a 



(^) 



fl^X* -f- rf[X« 



ds^= ^(€/a2-4-€/32); 



si I'on prend le signe — , on a 



{h) 



_ 4aHdoL^-^d^^) I 

— 4P2 rfX«-f-e^fx2' 



^^2= |-(rfa«-+-rfp«). 



Les Equations (g) et (A) montrent que les surfaces qui ont 
mSme courbure constante ± —^ sont applicables les unes sur 



ID2 
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les autres, puisque I'^Ument ds y sl sur toutes la m^me 
forme. En parliculier, toiile surface dont la courbure est 
positive et constante est applicable sur une sphere. 

Parmi les surfaces a courbure constante se trouve une sur- 
face remarquable appelee pseudosphdre : c'est la surface de 
revolution engendr^e par une tractrice (d^veloppante de chaf- 
nette) tournant aulour de son asymptote. Dans cetle courbe 
leproduit du rayon de courbure par la normale est constant; 
elle engendre alors, comme il est facile de le voir, une surface 
de revolution dont les rayons de courbure sont la normale 
et le rayon de courbure de la tractrice, et par suite dont la 
courbure est constante. 

En general, les courbes planes dont le produit du rayon 
de courbure par la normale est constant sont compliquees; 
leur equation renferme des fonctions elliptiques, comme il 
est tr^s facile de s'en assurer. 



XXIX. — Quelques proprietes des snrfaces a conrbure constante. 



On peut parvenir plus directement aux r^sultats obtenus 
au paragraphe precedent : en effet, en prenant les coordonnees 
de Gauss, on a 

et, en exprimant que la courbure A" = ^^ est constante, on a 



1 ^ 
G dr^ 



= k 



et, par suite. 



G = A cos /• ^k -H B sin r /A:, 



A et B designant des fonctions de seul. Or, pour /• = o, 
G = o; car, en supposant r constant et infiniment petit, on 
Si ds ^=G d^ et ds =z rd^; ce qui exige que G = r et que, 
par consequent, G s'annule avec r. La formule precedente 
donne alors 

G = B sinr y/^, 
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et Ton a 

ds^ = dr- 4- B2 sin« r /k rfe« 

= sin* r yT^i—^r -+- B* ^0^ 
sill*/- sj k 



ou 



en posant 



ds"*' = sin^r v/A (fl^a2 -^ ^73*), 



sin r y A' 



Toutes les surfaces ajant m^me A* conslant sont done appli- 
cables les unes sur les aulres. 

Considerons mainlenanl une surface de courbiire A' et iine 

sphere de rayon — _, ces deux surfaces sont applicables I'une 

sur I'autre; un triangle geodesique ABC de la premiere sur- 
face sera done applicable sur un Iriangle sphi'rique ayant les 

m^mes angles A, B, C et les memes cot^s ^y/A", b\/k, c^k; 
les formulas de la Trigonomelrie splierique s'appliqueronl 
done au triangle geodesique en question, et I'on aura 

sinay^ sin^v/A- _ sin c\/k 
sinA siiib sinC 

Ces formules subsistent lors menje que k est negalif, c'est- 
a-dire lors meme que les rayons de courbure sont de signes 
contraires. 

Nous allons en donner une demonstration tout a fait gene- 
rale. A cet efTet, reprenons les coordonnees de Gauss; le ds 
de la surface sera donnd par la formule 

(a) ds^= ^r2-i-G2c702, 

la courbure constante k par la suivanle 

/ _ 1 ^ 
" G Or'- ' 

d'ou I'ou tire, comme plus haut, 
(b) G = Bsinr/k, 
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y[k pouvaol ^Ire r^el ou imaginaire et B d^signant une fonc- 
tion de 6 ne contenant pas r. Enfin F^quation difT^reatieUe 
des lignes g^od^siques sera 

d cos i _ n^f^Y 
ds ~~ dr \ds J 

OU, en vertu de (6), 

(c) — ^* =BV^sinrv/X:cosr/^^^j ; 

les formulas qui donnent i deviennent 

, ,, rfO sint sin/ dr 

(d) —- = -—- = — , --j-=cosi; 

ds G Bsinrv^X: ^* 

en veriu de ces formules, T^quation (c) des g^odesiques 
devient 

— J- sin i = i/A- sin* * cot r Jk 
as 

et, en remplagant ds par — ., 

— di \/>t dr 



L'lntegration donne 

sin^'sinr y^ = const. = sini'osinro v/^, 

en design ant par Tq et i^ deux valeurs parliculi&res de r et /; 
on trouve ainsi 

, - sin I sin To s/k 

\/) ~ — =~ ^^ 7~ ' 

sin to sinr/A: 

ce qui permet d'^noncer le th^or^me suivant : 

Soient a, 6, c les cdtes, A, B, G les angles opposes d'un 
triangle geodesique trace sur une surface d courbure 
constante : on a les relations 

. sin a [/k _ sin b \/k __ sin c s/k 

sinA sinB ~ sinC 
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ce qui va nous permettre d'^crJre les formules {f) ainsi : 



(g) 



sint 



Slllfo 



sin 6 



sin To v''^ sinr/^ s,\x\s^k 



en appelant s le c6t^ oppos^ a I'angle 0, c'est-^-dlre en sup- 
[ posant que r© corresponde a la ligne coordonn^e = o. 
Reprenons la formula (rf) 



(h) 



rfe 



sin£ 



• A* * 



sin*t 



"* Bsinr/^ B sin r© /A: sin to 



des formules {g) on tire 



sin>6 



sin' I 



sin'^v^X: sin'roV^A* 
en divisant aiors la formula (A) par calla-ci, on a 



d^ 



ds 



__ sin To ^k 
sin«e * s\n^s/k " B sin to 



OU 



(i) 



BrfO 



ds sinros/A~ 



s»n^^ s'ln^ss/k '^'"^J 



Nous supposerons y/^B = i, ce qui ne diminua en rian la 
g^neralit^ de nos conclusions; cela revient a supposar 

ds^ = dr^ -+- -— sin* r ^k <i02, 
)/k 

ce a quoi I'on arrive en prenant pour variable I B d^ a la 
place de ; la formule (i) deviant en integrant 

. /T sinro\/k 
cotO = cot* /A: — : — : h const. 



sin Iq 



ou 



on 



cot 6 sin Iq — cot s s/k sin r^ >Jk = const. 



cos6sin/o cos* v^A-sinroi/^ 

-- = const. 



sin 6 



sin* ^ k 



r 
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OU 

COS 6 sin r sfk — cos s Jk sin Tq Jk 
1 \ 11-.. —const.; 

sin 5 y k 
si alors on fait 5 = o, r = r©, on trouve 

cos To v/^ COS 1*0 = const. 
On a done (inalement 

cot 6 sinj'o = cot 5 >Jk sinr© ^k -!- cosro v^Xrcos^,, 
ce qui ^tablit les formules 

cot a ^k sin 6 ^k = cos b ^k cos G -h sin G cot A, 

lesquelles jointes aux formules (A) permettent d'etabliren 

A, B, C et asjk, b\Jk, c\/k toutes les formules qui ont 1 
entre les angles el les c6tes d'un triangle spherique. 

Bien enlendu, quand A* est negalif, les lignes trigonoi 
triques seront remplacees par les fonctions hvperboliques 
meme nom. 

Une remarque avant d'abandonner ce sujet : considerc 
la formule 

cos A = — cosB cosG -h sinB sin G cos a ^k\ 
si Ton y suppose B =- C = -> elle devient 

cos A = cos a v/X:. 

Si A' est positif et egal a ^j on en tire pour a une vale 

reelle; sur une surface a courbure positive, il existe done c 
triangles birectangles; en d'aulres termes, deux geodesiqi 
perpendicuLaires a une troisienie se rencontrent toujoiL 

Si, ail contraire, A* = — rI' '"^ formule precddente don 

cosA = > 

1 

d'ou Ton ne pent tirer de valeur admissible pour A, le p 



DEs coordonn£es curyilignes sur unb surface. iSy 
tier membre ^tant moindre que i, le second plus grand; 



one 



Sur line surface a courbure constante negativey deux 
reodesiques perpendiculaires a une troisidme ne se ren- 
contre nt jamais, 

11 y a plus, si, dans la formule 

cos A = — cosB cosG -+- sinB sinC cos a /A*, 

on fait seulement B=:-7 il faudra que C ait une valeur 

moindre que -> pour que A ait une valeur reelle quand a est 

donne; il y aura done, si je puis m'exprimer ainsi, un angle 
de par a lie lis me, et pour une valeur donnee de a un angle C 
limile, s^parant les geodesiques rencontrant la perpendi- 
i culaire en B a a, de celles qui ne la rencontrent pas. 

La geometric des geodesiques sur une surface a courbure 

constante negative pr^sentera alors une grande analogic avec 

ce que Ton a appele la geomelrie non euclidienne, c'est- 

a-dire avec la geometric plane de la ligne droite demontree 

sans admettre le postulalum d'Euclide. 

{Voir les travaux de Bolyai et Lobatchefsky, analyses par 
M. Houel dans les Memoires de V Academie de Bordeaux, 
el les notes de la derni^re edition de la Geometrie de 
MM. Rouche et Comberousse.) 

XXX. — Surfaces applicables snr le plan. 

Soient a, p, y les coordonnees d'un point d'une surface 
i^Pplicable sur un plan; x^y les coordonnees du point cor- 
Kspondant du plan. En ^galant les elements d'arcs traces 
sur les deux surfaces, on a 



l58 CHAPITRE III. 

en remplagant rfa, rf^, rfy par leurs d^veloppements et e 
idenliGant, on a 



{iMir-m- 



(a) <^^^^^?.+ tLtL=o 

^ ^ dx dy~^ dx dy dx &y ' 



o'-m-m'-'^ 



en difierentiant ces Equations par rapport kxelky^ on trou\ 

2d3L d^a ^ ^ da d^a _ 

dx dx^ " ^' jhmidx dxdy "" * 

A^ \ dx dx dy dy dx* / ~~ * 

2/ d-x d*i doL d^n \ 
\dx dy* dy dxdy ) ~~ ' 

2c)a d*7. __ ^ doL d*QL _ 

dy dxdy ~ ' Jkd dy dy* "" 

Ces equations, convenablement combin^es par soustractioi 
donnent 

2doL f)'a __ ^ dd d*OL _ ^ dd d^rt 

^dx*^^' jkLkdxdxdy'^^^ ^dx ^^' 

2da d*0L __ ^ da d*a ^ '^ da d*a 

dydx*'~^^ jLi dy dx dy "" ^' jLk^ "dy** 

Si, pour abr^ger r^criture, on pose 

d(x,yy ^(^,7)' d{x, y ' 

les Equations prdcddentes montrent que 

^ .A- ^ -B- ^'"^ -C 
dx* ' dx* • . dx* ' ' 

^1^ : A = -^ : B = -^ : C 

dx dy ' dx dy ' dxdy ' ^ 

- :A= ^ :B= ^ :C 

dy* ' dy* ' dy* 
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on en conclul 

dx^ ' dxdv dx^ ' dxdy ~~ dx^ * dxdy' 

par suite, -r— > ^> t^ ont leurs d^riv^es proportionnelles. Ces 

quantit^s dependent done d'un m^me param^tre t; on voit 

d'une fagon analogue que -r-> - — > - - sont ^galement fonclions 

d'un m^me param^tre /'; enlin la deuxi^me Equation (a) 
montre qu'entre t et l' il existe une relation : done les six 

d^rivees 3-» • • • > ? sont fonctions d'un meme param^tre t. 
ox dy ^ 

Or on a 



''^-Z'"'^^''^' 




et, par suite, 




dy dy da dy d^ dy dy dx 
dx da dx ' d'^ dx dy dx dy ^ 


^Y d^ 
^ d^dy' 



v^ et ^ sont done des fonetions d'un m^me param^tre ou, si 
da dp * 

Ton veut, 






? 



/^Y ^Y\ « 



ce qui est I'^quation des surfaces d^veloppables. Ces surfaces 
sont done les seules qui soient applicables sur un plan. 



XXXI. — Theoreme de Bonr. 

Toute surface helicoldale est applicable sur une sur- 
face de revolution. 

Toute surface helicoidale peut ^tre representee par les 
equations 

(A) a? = acos<p, y = as'm^^ -3 = A:cp -h 4»(a); 

en supposant a constant, on obtient des helices. Cherchons 
leurs trajectoires orthogonales, et soil w = const. T^quation 
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de ces trajectoires; prenons u a la place de y pour variable 
nous aurons 

, do ^ do 

dx — (la C0SC3 - a sin 9 rr- da — a sin 9 -r^'du, 

^ da ^ du 

do do ' 

dy - da sin© -^ a coscp — da -f- a coscp -^ du^ 
•^ * 'da ^ du 

do do 

dz -- k ~ da -T- k ~ du^ y(a)da ; 
da du T \ / 

on en conclut cette expression pour I'arc ds^ 

[do do do do do 1 

a« ^ -p- -h A'2 --•- •- 4. A: -^ ^' {a) 
da du da du du ^ J 

[/do\i /^o\il 



Si u = const. estTequation des trajectoires orthogonales dcs 
li^Hces, il faut que le coefficient de da du soit nul ou, comme 

-r- ne saurait etre nul, que 

du '■ 

(«*-*- ^*) ^+*f (a) = 0; 



on deduit de la 






f {u) d^signant une fonction arbitraire; ds^ prend alors la 
forme 

et, si Ton fail 

J\u)du=^d)y ^F(^a)da =z dc^ 
on a 

(a) ds^=d^^-hll(^)db^. 
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Mais, si I'on consid^re une surface de revolution, elle peul 
elre representee par les Equations 



et I'on a 

Si ron fait 
il vient 



iF = rcos6, y =z rsin^f 5 = T»j(r), 
^5 = fl?r« ( I -f- Tiy'« ) 4- r2 c?6« . 



dr^i-{-w'* = fl?(j, 



flfe2 = rfcr»-f-n((i)€J?62; 



si alors on choisit m (r), de telle sorte que n(a") = H(o"), les 
valeurs (a) et (P) de ds seront les m^mes pour la surface 
h^licoidale et la surface de revolution. Ces deux surfaces 
seront applicables Tune sur I'autre. Done toute surface heli- 
coidale est applicable sur une surface de revolution. C'est 
ie th^oreme de Bour. 

Pour donner une application de ce iheor^me, consid^rons 
i'helicoide a plan directeur 

n7 = acoscp, ^ = asincp, ^ = X'cp, 

conoide engendr^ par une droite qui s'appuie sur Theiice 
representee par les monies Equations, oi!i a est constant, et 
sur son axe en restant sans cesse perpendiculaire k cet axe; 
ici Ton a 

et 

par suite 



ou 



ds^ = rfa« -H (a* -+- A:2)rfo2. 
On appliquera Theiicoide en question sur la surface 
a? = rcos<p, j^ = rsiiicp, z = xs(r)y 
pour laquelle 

L. — Traite d* Analyse, VII. n 



f 
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si Ton prend 

da •=. dr yj \-^ m'*, 



aa = ■ ■ -> 



et, par suite, 



= /i-+-T!t'* ou nj'(r) = 



— » 



nT = A:log(r-f- //•- — A-*) ; 
r^quation du m^ridien z = w(/') devient alors 

^ = A:log(r-4- \/r* — A-)"*" const. 
En prenant la constanle egale k — /rlogAr, on troiive 



z z 



rh^lico'ide gauche a plan directeur est done applicable s 
I'aljsseide ou surface engendree par une chainette qui toun 
iuilour d'un axe perpendiculaire a son axe de symetrie. 

Un calcul semblable montre que la surface helicoi'dal 
engendree par une droite qui se meut en restant parallele 
la base d'un cylindre de revolution et en rencontrant tot 
jours une h^lice tracee sur le cylindre tangentiellement 8 
cylindre, est applicable sur un hyperboloide de revolution 
dans Tapplication des deux surfaces Tune sur ('autre, lesger- 
ralrices de I'li^licoi'de s'appliquent sur celles de ThyperLz 
loide('). 

En (ill il est a peine necessaire de faire observer que Tli 
<3oi'de developpable s'appliquerait sur un plan. 



(• ) On verra plus loin dans la th^orie clcs surfaces gauches que, si 
surfaces reglces sont applicables Tune sur I'auire, elles le sont goners 
sur generatrice. 
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XXXII. — Sur la constraction des cartes. — Conservation des angles. 

Le but de la construction des cartes de Geographic est de 
donner, sur un plan, une image plus ou moins ressemblanle 
d'une figure trac^e sur le syst^me terrestre. Ce probl^me esl 
un cas particulier du suivant : 

Etant donnes une surface et un plan, faire corres- 
pondre a chaque point de la surface, un point determine 
du plan, de telle sorte que, un point decrivant une ligne 
sur la surface, le point correspondant sur le plan decrive 
ctussi une ligne ayant avec la premiere une certaine rela- 
tion donnee. 

Pour ^tablir entre un point M du plan et un point M' de la 
surface un mode de correspondance, on peut se donner en ire 
*Gs coordonnees rectangulaires x^y du point M et les coor- 
dorinees curvilignes \ \k du point M' deux relations. 

Ir^roposons-nous de determiner ces relations, de telle sorte 
qiie les figures infiniment petites correspondanles soieuL 
seii^blables ou, ce qui revient au meme, de telle sorte, que 
^^s angles correspondants soient egaux (c'est-a-dire que les 
^^gles se conservent); les elements infiniment petits corres- 
pondants devront alors 6tre proportionnels, et, par suite, on 
^©Vra avoir 

^ * ) (^dx^-\-dy^) = k{Ldl^ -{-^Rdkd^-hM dix^), 

"> IVI, R d^signant les coefficients du carr6 de la difrcrcii- 
^^^lle de Tare de courbe trace sur la surface. 
r*our r^soudre le probleme, il faudrait poser 
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el I'on aurait ainsi trois Equations pour determiner A", "k et [i. 
Jacobi indique la marche suivante : ii pose 

L tA« -f- aR ca 6ffjL + M flf[ji« = PQ, 

P et Q d^signant deux facteurs conjugues, et 

k = (a-^b v/^) (a — b y/^) = a« -t- 62 ; 

puis ii decompose i'^quation (i) en 

dx-\- dy sj — I = (a -4- 6 y/— r ) P, 
dx — dy si — I = (a — b y/ — 1 ) Q. 

Pour r^soudre le probleme propose, il suffit alors de choisir 

a et fr, de lelle sorte que a + 6 y/ — 1, soit un facteur d'inte- 

grabilit^ de P; a — hsj — i sera alors un facteur de Q et 
I'int^gration donnera deux equations entre x^y^ \^ [jl. 

Supposons qu'il s'agisse de repr^senter une spli^re, le ds^ 
sera de la forme 

on devra done poser 

dx -^ dy >J — I = (an- ^ / — 1 )(c?X -i- y/— isinX c^jjl), 
dx — dy y/ — 1 = ( a — b \J — i)(c?X — >J — i sinX d}x)\ 

on pent prendre a 4- 6 y/ — i =^ ""=~^' ^^^ alors on a 

dx -^ dy J— I = -^^r -+- du. y/ — 1 
•^ '^ sinX *^ ^ 

ou 

^ -'"^ / — ^ = log tangi X -4- jx y/ — n- const. ; 

on en conclut tang^X := ae^, ^ == [ji + p, a et P designant 
deux constantes. 

Dans ce sysleme, dii k Mercator, les m^ridiens et les 
paralieles sont repr^sent^s par des lignes droites, les loxo- 
dromies sont representees par des droites. Les cartes marines 
sont construiles dans ce systeme. 
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Supposons que la Terre soil consid^r^e comme un ellip- 
soide a trois axes in^gaux 

a?' y* z* 

a« ^ 62 ^ c« ' 

on peut satisfaire a cette Equation (voir t. II, p. 323) au moyen 
des formules 



_ / (6^-4-X)(6*-hfJL)6 ^ 
•^""V (62— c»)(6* — a2)' 



X)(c2-h.U)c2. 



a2)(ci_62j 
on trouve alors 

, J _ I (X — fJL)Xc^>2 I ( fJL X ) fJL rffJL2 



4 (^X-+-a«)(X-4-62)(X-4-c2) " 4 (jn-a2)(jji-+-62)(fjL-+-c2) 
Le facteur d'lnt^grabilit^ est * et I'on peut prendre 

V/X — fx 



rf^ + ^^v/-i= /(X^:^ 



2)(X-+-6^)(X-i-c2) 



c/X 



^ et j^ s'obtlennent alors par des quadratures elliptiques. 

XXXII. — Projection stereographiqne. 

Pour repr^senter la sphere surun plan, nous avons vu que, si 
Ton voulait conserver les angles, il fallait r^soudre I'^quation 

^8+ ar^i = A:2(c/X2h- sin«X cffx*) 

on, en prenant des coordonnees poiaires, 

^,.2 ^_ ^s^^e* = A:2(c?X2 -4- sm2X fiffjL^). 

On peut prendre 

<i6 = <f jx ou = {X, 

dr=^kdk, r = A:sinX; 



I 
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d'ou Ton tire 

dr dk I ^ 

— = . . ou r = tang-/, 
r smA '^2 

r 



k = -. 



sinX 



Alors les parallMes sont repr^sent^s par des cercles et les 
m^ridiens par des droites. II est facile de s'assurer que le 
mode de representation auquel on est ainsi conduit est une 
projection st^r^ographique, et que la iSgure plane n'est autre 
chose qu'une transform^e par rayons vecteurs reciproques 
de la figure tracee sur la sphere : le p6le de la transformation 
est alors k Tun des p6les terreslres. 



XXXIII. — Conservation des aires. 

[1 peut y avoir avantage a conserver les aires dans la repre- 
sentation des surfaces. Or I'^lement d'aire en coordonnees 

curvilignes est 

v/L dX ^WdiL sin 6, 

d^signant Tangle des deux lignes coordonnees en X, [x. Or 
on a 

A R . . ^ s/LM - R^ 
cosO = ;=> sin9 = ir-^ : — > 

v/LM /LM 



I'aire elementaire devient alors y/LM — R^ c^)^ rfjji, et les aires 
sur la carte seront conserv^es si Ton a 

dxdy = /LM — R^dk d^i, 

L'aire en coordonnees sph^riques a pour element 

sin X dk d\L, 

On peut prendre ^r = [jl, ^ = cosX ; les meridiens et les paral- 
leles seront alors representes par des droites : ce mode de 
representation n'est pas employe. 

On peut prendre des coordonnees polaires dans le plan el 
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placer Torigine au point qui correspond au pAle nord. Alors 
on devra avoir, en appelant r et 6 les coordonn^es polaires 
du point qui correspond k "k, [jl, 

r d^dr = sin X dk cf jx, 

et Ton satisfera k cette formule en prenant 

rdr = sinXcCk, d^ z= d[i 
ou bien 

r = / — 2 cosX -+- const., ^ = fJt, 

ou, si Ton veut, 



=v^ 



cos A . I ^ 

= 2 Sin- A. 



2 2 



Ce mode de representation est tippel6 projection de Lorgna, 
les paralleles sont repr^senl^s par des cercles de rayon ^gal a 
la corde qui joint le p61e a un point du parall^le, les m6ridiens. 
sont reprssentes par des rayons de ces cercles. 

XXXIV. — De la perimorphie. 

Ltdi perir/iOF'phie est un mode particulier de representation 
des figures dans lequel un point est donn^ par ses coordon- 
nees relatives a trois axes rectangulaires mobiles; ces trois 
axes sont Fun normal k une surface dite surface de refe- 
rence, et les deux autres tangents k un syst^me de lignes 
coordonnees trac^es sur la surface. Ces axes sont dits axes 
instantanes, 

Le syst^me est suppose d'ailleurs rapport^ k des axes 
fixes. La perimorphie a surtout ^te etudi^e par MM. O. Bon- 
net, Codazzi, Laguerre et Ribaucour. 

Formnles fondamentales. 

Les formules fondamentales ont €l^ ^tablies par MM. O. 
Bonnet et Codazzi. 

Soient a, fc, c; a', 6', c\ a", b'\ d' neuf cosinusd^finissant 
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les directions des trois axes mobiles rectangulaires O a^t , Oyt , 
Ozi par rapport k trois axes fixes Ox, Oy, Oz passant par le 
point O. Soient x, y^ z les coordonnees d'un point quel- 
conque invariablement li^ aux axes mobiles par rapport aax 
axes fixes et X\^ y^^ z^ les coordonnees par rapport aux axes 
mobiles; on aura les formules connues 



X 


— aa?! -f- a! y\ -+- a*Z\s 


y 


— bxiH- 


b'yi-^b'zu 


z 


= CiFi-+- 


c'yi -+- c'zi. 



((I)) 



Supposons maintenant les neuf cosinus fonctions dt deux 
param^tres \ [x; faisant varier ces parametres, on aura 

Idx = Xi da -\-y\ da'-\- Zi da"^ 
dy — Xi db A-y^ db' -^ z^ db'^ 
dz = Xidc -^ yi dc' -h zi dc'. 

Multiplions la premiere de ces Equations par a, k seconde 
par b, la derni^re par </' et ajoutons-les; d^signons par du, 
dv, dw les projections dn d^placement dx^ dy, dz sur les axes 
mobiles. Le premier membre de la formule r^sultante sera du, 
et, en observant que a da -{- b db ■i- c dc est nul, comme etanl 
la difT^rentielle de a^ + b^ + c^ qui est ^gal a un, on aura 

Idu =^i(Qic?X -\-Q.2d[i)—yi {Kidk -h Rj^fx), 
dv =Xi(KidX-^Kid^) — Zi(Fidk -hP^iii), 
dw =yi{Pidk-i-T*idii) — Xi((iid\ HrQidii), 

en posant, pour abr^ger, 



((4)) 



Pi^ -4- PjrffJL = a'da'-i- b"db'-\- c'dc' 

= — alda'-^Vdb"— c ic\ 

Qi <A -+- Q2 <i{x = a da"-^ b db" -^ c dc" 

= ^a"da-' b"db — c"dc^ 

Ric/X -4- ^td\t. = a' da -f- b' db -f- c' ic 

= — a da' — b db' — c ic\ 



Ce qui donne le droit d'^crire ces equations, la premiere par 
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exemple, c'est que, en diff^rentiant la relation 



OD a 



a'a''-¥-b'b''-¥-c'c^o, 



a'da'^ b'db'->r d dc" ->r a'da'^ b" db' 4- c' dc' = o; 



en vertu de ((4))» OJ^ a 



a da -^ b db -\- c dc 
a' da -^ b' db '\- c' dc 
a" da H- b'db-h c" dc. 



o, 

-(Qi^X 






par suite, 



((5)) 



da = a'(Ri^ 
dc =c'(Ri^ 

€fc' =<f{V^dX 

da'=a{Sl\dX 
db'^biSl^dX 
dcr=c(qid\ 



R,6ffJL 

Rs^^iJL 
Rjc^fx 

PjCffJL 



-c'iQidX-hQidii); 

— a(Ri<iX H-Rjiffx), 

— 6(Rifl?X -hKidyi), 

— c{Rid\ H-R2<i[x); 

— 6'(PlC?X H-PjG?fJL), 

— c'(Pifl?X H-Pac^fx). 



Les quantites Pi, P2, Qo Q2J Ro R2 ^tant connues, ces for- 
mules feront connaitre les neuf cosinus. Toutefois ces for- 
mules sont aux diflFerentielles totales par rapport aux neuf 
cosinus et, pour obtenir la condition de leur int^grabilit^ 
complete (t. VI, p. 1 14) il faudra, dans les formules 

remplacer les d^riv^es partielles de a', fr', . . . parleurs valeurs 
tiroes de ((5)); on a ainsi 






(A) 



-"■(t- 



H-P»Qi — QjPi 

<JQ2 



d\ 



Pi 



R2 P2R1 ) 



-o, 
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equations qui rcviennent aux suivantes 

Lorsque les formules ((6)) serontidentiquement satisfaites, 
les formules (A) le seront, et les Equations ((5)) seront com- 
pietement int^grables ; on pourra alors choisir les constantes 
d'int^gration, de telle sorte que Ton ait 

a» H- a'« -4- a"* = I , be -ir b' c' -{- b' c" =0, 
b^^b'^-hb''^=^i, ca -{- c' a' -\- c' a' =0, 
cJ + c'« 4- c"* = I ; a6 4- a'b'-\- a''b''=o, 

II suffira, en effet, pour qu'il en soit ainsi, de faire en sorte 
que ces Equations soient satisfaites pour les valeurs initiales 
des variables a, fr, . . . ; car de ((5)) on tire 

ada-^- a'da'-^- a' da" = o 
ou 

a* -+- a'* -+• a'^ = const.; 
on en tire de m6me 

bdc-^ b'dc-^ b'dc"-^ cdb-\- ddb'-^ c'dc'^o 

ou 

bc-h b'c'-h b'c''= const. 

Ainsi, en r^sum^, la donnee des neuf cosinus pent 6tre r -^ 
plac^e par la donnee des six quantit^s P^, P2, Qi, Q2> 
R2, pourvu qu'elles satisfassent aux formules ((6)). Ces 
mules sont dues a M. Codazzi. 



d 
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XXXV. — Second groupe de formnles. 

Supposons main tenant que le point O, origine des axes 
)biles, se deplace sur une surface de r^f^rence pour laquelle 
ds soit repr^sent^ par la formule 

ixe des X\ restant tangent a la ligne coordonn^e [jl = const. 
I'axe des j^4 a la ligne coordonn^e \ =■ const., Taxe des z^ 
i'ncidera avec la normale a la surface. Appelons maintenant 
J, z les coordonn^es du point O par rapport a trois axes 
es; on aura 

idx = a v/L cCk-^ a' /M d\i., 
dy = b>/hdX -4- b'^md^, 
dz = c /L dl -+- c' /M d[i ; 

seconds membres de ces Equations sont, comme Ton peut 
n assurer, des diff^rentielles exactes. En eflFet, pour qu'il 
soit ainsi, il faut que 

que Ton peut ^crire 

bien 

'Ci nous conduit a une relation d'identit^ entre les quan- 
es P^ , Q^ , .... La formule (m) peut en effet s'^crire 

d i/L /r ^^ , ^ /M / - da' 
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ou,enremplagant^> -^ par leurs valeurs tirees de((5)), 
Cette formule et ses analogues donnent 

Qjv/L-hPiv/M = o. 

Ges Id entiles sont encore de M. Codazzi. Les formules ((7 
int^gr^es feront connaitre la surface lieu du point O. 



XXXVI. — Interpretation des qnantites Pi, Qi, Ri, Ps, Q,, R2 
On a [formule ((4))] 
(a) PicfX -h P^diK = a'da'-h h" M -\- c''dc'; 



or 



done 



, dx 
a = — = ; 



On en d^duit, en vertu de (a), en multipliant ces 6quatioi 
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'', f , d' eten ajoutant 



on a 



a'= ^ /^ ^ _ !^«?' ^V 



v/LM 
:, en adoptant les notations do Chapitre precedent, 

[ Pi<fX -t-P2C?{JL = —(rdk-hmdii), 

\ M yL 

formules (6) donnent aussi, tou jours en vertu de ((4))) 

I ^r^ / At -T» Sec d^ X dot/ \ 

D endeduit 

'0)) Ri^ + Rjrffx = ]— f^dX-^dii); 

•ors, en vertu de ((9)) el ((10)), 



p - '' P - ^ 

ri = —p ra = >— 

M v/L M v/L 



Lv/M Lv/M 

* 2v/LM «^k' * 2/LM f^^ 

) deux derni^res font d^ja partie du groupe ((8)). Les 
nules ((6)), en vertu de ces Equations ((i i)) peuvent alors 
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se mettre sous la forme 

d / r \ d / m \ __J[__ / . ^ Z — ^ - 

J d / r \ ^ f ^ \ I / ^ ^M\ I 



\-\- -7=r I -== -T^ 1 -h 2 7= = O. 



<^f^ \v/ML ^J^/ ^>^ V/ML <^>^ 7 LM /LM 

Ces formuJes se simpUfient quahd r:^Oy e'est-a-dire quand "; 
on pread pour Hgnes coordonnees les lignes de courbure de i 
la surface de r^f^rence. 

XXXVII. — Troisieme gronpe de formules. 

Appelons X, Y, Z les coordonnees d'un point par rappoii 
a des axes fixes, ^. tj, !J les coordonnees du meme point par 
rapport aux axes instantan^s deiinis plus haut, a:, y^ z les 
coordonnees de I'origine des axes instantanes, on aura 

iX = a? -h a^ 4- a'ri -+- a't^ 
Z =z-^C^-i-c'Tl H-c'C, 

et, en differentiant, 

d\ = dx -h a d^ -h a' df] -\- a" dl^ -\- ^ da -h T\ da' -+- ^ da\ 

SI I'on multiplie ces equations par a, 6, c, etsion lesajoiL W:e, 
on trouve, en appelant du, dv^ dvv les projections du dep la- 
cement du point i, r^, JJ sur les axes mobiles 

du =^ adx -\- b dy -i- c dz -¥- d^ 

Ov adx -i- bdy -^ c dz est la projection du deplacement de 
I'origine sur I'axe instantan^ des x : en vertu de ((7)), ii ^^^ 
egal a y/L dX; on a. done 

dv = v/Mc?[Ji-f-t/7)-4-(Rit/X -f-Rj^fji)? — (Pic/X-t-Ps^fx)^ » 
div = dl, \- ( P, t/X -+- P. t/{jL)r, - (Qit/X -4- Q2^/{i) 
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veriu des formules ((n)), ce groupe se transforme dans 
iiivant : 



du = dlf/L-^".^- — ^ — 7-- +-0 — ,= 3- 



d^ = ^ 3T~5 






- » 



-4- fl?fJi ( v/M-4- --i -+- 5 , -^ — C >- 

dw= dXf -^-h-r\-^-^i — ,_.") 
\d^ My/L L/M/ 

L ces formules, on pent joindre d'autres formules qui font 
onnailre les variations des coordonn^es d'un point fixe de 
lespace quand on suppose que les axes instantan^s se sont 
deplac^s infiniinent peu. 

Pourobtenir ces formules, on diflerentie les formules (/?) 
^11 laissant X, Y, Z constants; on a alors 

= dx -T- a d^ -h- a' dy\ -h a" dl^ -h ^ da -i- ir\ da' -r- ? da", 
= dy -h b d^-^ b' dri -h b" dti-h ^ db -i-ri db' -^ >: db\ 
o = dz -{-cd^ ■+- c'dt] -4- c^dl^ -{- ^ dc -h t\ dc' -h li dc"; 

^ouTon tire, en multipliant la premiere par a, la dcuxieme 
p3r6, la troisieme par c et en ajoutant, 

o = a dx -h b dy -^ c dz -\- d^ 

— T) (Ri tfX 4- Rj c/fx) H- ? ( Qi c^X -h Qj t/fjL), 

o = a'dx -4- b'dy -+- c'dz -h dr^ 

— ? ( Pi tfX 4- Pa c^fx) -h $ ( R, c?X 4- Rj c?{x ), 

= a^dx-i-b^dy-^- c" dz -f- dX^ 

— 5 (QicA 4- (hd)x) 4- 7) (Pi d\ 4- Pa t/fx). 

^Aulanta<^x4-6rfy-f-crf5-l-... aumoyen des formules ((;)) 
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et remplagant les coefficients de i, r,, 2^parleurs valeurs ((9)) 
el ((10)), on trouve 

o = JL d\ -\- d^ — T) — —= I — T- <^ -+- -vT <a?fJt ) 

L yM 

o = v^ d^i -h dri — 1^ — (rdX-hm d^i) 

M /L 



$ / aL _,, dm 



2 



v/lm \ ^fJ- <^^ 



^f^) 



o = <f^H ^^— (/c?X -+- rdii)-\ -^ (r<fX -h mda), 

L /M M /L 

ou encore 



e/S = - e/X ( /L -f- ; 



2 /LSI ^f^ L v/M 
^ * 2 y/LM «^^ "^ L v/My ' 



((i5)) / c^TQ = o?>^ ( -^ H ^ T" 1 

^ V M/L "^ 2 v/LM ^^ ) ' 

VLy/M M/L/ \L/M M/L, 



XXXVIII. — Recherche, a I'aide de la perimotphie, des surfaces 

applicables snr une surface donnee. 

Je rappelle d'abord ce que Ton appelle surfaces appli- 
cables Tune sur Tautre. Etant donnees deux surfaces 

('') /(^,J^, «) = o, 

(2') F(a;',y, ^')==o, 

si I'on ^tablit une relation arbitraire entre x,y^ Z'^ ^ i^ 1 ^> 
telle que S = o, on en deduira x^ y^ z en fonction de od ^ 
y\ z' ou vice versa, et a chaque point de la surface (1'), cor- 
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respondra un point de la surface (2'); si alors deux arcs 
quelconques infinimentpetits correspondants sont ^gaux, on 
diraque les deux surfaces sont applicables I'une sur I'autre. 
Ceci pos^, la surface (1') peut 6tre representee par trois 
equations, telles que 

et, par suite, comme ^, ^, z' coordonn^es du point corres- 
pondant de Xj y^ z peuvent ^tre calculees en fonction de 
x^y^ z, on pourra les supposer de la forme 

a:' = tp'(X, {!), y = X'(X, fx), ;;' = f (X, {i). 

Or, en appelant ds un arc de courbe trac^ sur la surface (1'). 
on a, en conservant les notations d^ja employees, 

fl?5« = L flfX« -*- 2 R c?X c?tx -+- M <f {ji» ; 
I'arc correspondant a ds ^tant d^sign^ par ds\ on aura 

L', M', R' designant pour la surface (2') les quantiles analogues 
a L, M, R. Si Ton veut que ds = ds'y quels que soient les 
points correspondants (a;, y, z) et (x\ jk'j -s')' ^' faudra que 
L = L%M = M', R = R'. 

Ainsile probleme qui consiste a chercher les surfaces appli- 
cables sur une surface donnee revient a trouver les surfaces 
pourlesquellesU=: L, M'=: M, R== R, ou, si Ton veut, pour 
lesquelles, L, M, R ^lant donnees, on a 

"■) liW"- 2S?="' ^iZ)''" 

ou, si Ton veut, le probleme consiste, etant donnee une solu- 
tion particuli^re des Equations (3') aux derivees partielles, 
Irouver les autres solutions. 

Pour int^grer ces equations (3'), nous allons chercher 

Texpression des neuf cosinus a, a', a", b, b'^ . . . ; les for- 

ttiules ((8)) de la page 172 donnent d'abord R<, R2 et P< ou 

Qj en fonction de L, M, en supposant R = o, ce que nous pou- 

L. — Traite d' Analyse, VJI. 12 
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vons toujours faire. Les formules ((6)) de la page 1 70 donnent 
alors les Irois autres quantit^s Q, ou P<, P2 et Q< au moyen 
d*une quadrature. 

Les quantit^s Pi, Pa, Q^QajRo R2 vine fois calcul^es, les 
Equations ((5)) de la page 169, consider^es comme des ^qua- \ 
tions aux diff^rentielles totales, font connaitre les neuf i 
cosinus a, a', ... ; enfin les trois equations (( 7)) de la page 171, 
^galement aux diffi^renlielles totales, feront oc^y, z en fonc- 
tion de ). et [x. 

En resume, pour trouver une surface applicable sur ; 
une surface donnee, on commencera par calculer P,, P^, ] 
Qi, Q2, Rn R2J «w moyen des formules > 

R =_L^, R ' '>/M 

Q,v/r+P,v/M=o, 

puis on integrera les neuf equations differ entielles totales 
suivantes^de telle sorte que V on ait a^ -\' o!'^ -\- a!^^=z 1 . . .); \ 



puis les suivantes qui feront connaitre x^ y^ z, et resou- 
dront le probleme 

dx = a v/L fl?X 4- a' /M d\i, 
dz = c y/E dk -^ c' /M 6?fi. 



\ 
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i, Les equations 



EXERCICES £T NOTES. 

X — acosfAsinX, 
y = h sin [x sinX, 
z — c cos X 



representent un ellipso'ide (les lignes X = const., fx = const., sont 
conjugates); former I'equation des lignes de courbure. 

2. Les equations 

X = 6sn(X, A:)dn({i, /), 
7 = acn(X, A:)cn({i., /), 
z = adn(X, A:)sn({i, /), 
oil 

"" c^-^a^' ~ b*{c* — a*)' 

representent la surface de Tonde 



rr« -i- J'* -4- -5* — a* ar' -f-/* -H ^* — 6* ar*-h^*-f-^* — c 



= I. 



3. Les images spheriques des lignes de longueur nulle sur une 
surface dans laquelle deux rayons de courbure sont egaux et de 
signes contraires sont les generatrices de la sphere. 

(0. Bonnet.) 

4. Si Ton considdre les surfaces sur lesquelles Teiement lineaire 
est donne par la formule 

ds*= 1 , 



u 



requation des geod^siques est 

cosi\' 

7^ 



/sin A 3^ 



const., 



I designant Tangle de la g^odesique avec la ligne v = const. 

(Laguerre.) 
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5. Les equations 

X = a{\ — a)'w(fji — «)'", 

rcpresentent ce que Ton appelle \xne surf ace telraedrale: on propose 
de trouver les lignes asymptotiques; a, a, 6, ^, c, y sont des con- 
stantes. 
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CHAPITRE IV. 

DES COORDONNfiES CURVIUGNES DANS L'ESPACE. 



I. — Preliminaires. 
Si I'on considere trois families de surfaces 

ces surfaces constitueront iin syst^me de coordonnees cur- 
vilignes, comme il a ete expliqu^ plus haul; en ce sens que, 
quand on se donnera X, [x, v, on tirera des equations (a)des 
valeurs d^terminees pour x, r, 2, qui seront les coordonnees 
des intersections de trois surfaces particulieres des families 
en question; X, |ji, v etant done donnes, un certain nombre 
de points de I'espace sont simultanement determines. R^ci- 
proquement, les coordonnees ordinaires x^ y^ z d'un point 
etant donn^es, ce point est bien determine et les Equa- 
tions (a) font connaitre les coordonnees ciirvilignes X, [x, v 
de ce point. 

Les formules (a) sont de veritables formules de transfor- 
mation de coordonnees, et Ton pent concevoir des formules 
de transformation plus gen^rales de la forme 

*(^,r. -2, X, {X, v)=.^o. 
X(ir, J, z, X, {X, v)=^o, 
"^^x.y, z, X, {X, v)=o. 

Nous allons main tenant etablir les formules propres 4 passer 
des coordonnees rectilignes aux coordonnees curvilignes et 
vice versa, dans- les formules qui contiennent des derivees 
partielles relatives aux variables x^ y, z, X, [x, v. Pour ie 
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num^rolagc des formules, nous emploierons devLX notations; 
les num^ros entre parentheses renverront a des formules 
du Chapitre pr^c^dent; les num^ros enlre crochets se sui- 
vront dans tons les paragraphes et seront relatifs a des for- 
mules de ce Chapitre seulement ; enfin les formules dont nous 
ne ferons usage que dans un m^me paragraphe seront repre- 
sentees par des lettres entre parentheses. Cela nous permet- 
tra d'employer une notation uniforme dans ces Chapitres. 



11. — Transformation des coordonnees. 



Nous poserons 



ii) 



lit)'-'-- 2(^y=". lit)'-"- 

"^ dx dx _^ \^ ^^ ^^ _ n ^ ^^ ^^ _ R 

Nous avons les formules suivantes(p. 92) : 



/ dX dx d\ dy dX dz __ 

d\ dx d\ dy (fk dz _ 

(2] / dx d^ dy d\L - dz d\i.~ "* 

d\ dx d\ dy d\ dz __ 

dx d^ dy d^ dz dy ~~ ^ 



dx dX dx dii dx ()v 
dX dx dyi dx 

dx dX dx ()fx 
[3] {'Skd^'^d^dP 

dx dX dx d(jL 
dX dz d{i dz 



&^ 


dx 


= 1, 


dx 


dy 




dv 


dy 


= 0, 


dx 


dy 




dy 


dz 


= 0, 



De ces deux groupes de formules on deduit les suivants, o4 
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Ton a'pos6 

^^ ~~ ^(yy^y ^f^ ~ ^(7, -S)' "^ ~" ^(7, ^)' 

^— = ^ ^^^' ^-^ ^ — A ^(^' ^- ^ ^ — A ^^^^ ^^ . 

(^X ~ f^(a:,/)' ^~ ^(a-jj/ ^~ 0(x,yy 



[6] 



£^X _ I ()(j^, -3) ^X _ I ^(3, 37) d\ _ I d{x^ y) 

dx A(^({ji, v/ (>^ ~~ A <^((ji. v; ' (>^ ~~ A (^({1, v) 

d]x _ £ ()(^, ^) d^L _ I d(z, x) (){i _ I (^{j*, v) 

5i ~ A d{y, X/ c);^ "" A (^(v, X)' dz " i (^(v, X) 

<)v _ I <?(/, 3^ (^/ __ I ()(z, a?) ^v _ I d(x,y) 

dx ~ ^. d{\, {!)' dy '~ \ d{k, jjl)' dz "' \ <^(X, fi/ 

Si I'on pose 



[7] 



i !:(£)=*. 2©^-". 2(£)"-^. 

jyi^o^^^^ y^?!^==E y^^=F 



on trouve, en formanl A^ et — par la regie de la multiplica- 
tion des determinants, 

/ A2 = LMN M- 2PQR — LP* - MQ« — NR«, 

'^^ ) -i- rrr ABCh-2DEF-AD«— BE* — CF2. 

\ A* 



III. — Systemes orthogonauz. — Transformation. 

La theorie des coordonnees curvilignes pr^sente de grandes 
difficult^s que Ton elimine en partie en ne consid^rant que 
des coordonnn^es orthogonales; dans ces systemes, on sup- 
pose que les surfaces, qui par leur intersection determinent 
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les divers points de Tespace, se coupent orthogonalement ol 
si Ton veul, a angle droit; alors 

P, Q, R; D, E, F 

sont nuls : nous supposerons dans la suite qu'il en est toujoui 
ainsi. Les formules P=o, Q = o, R=o peuvent s'ecrii 

De ces formules et des premieres formules [i], a savoir 

M 2(1)'-'- 2(?)"=". 2&7="' 

on tire (d'abord de [9]) 

dx ^ d{y, z) _ dy ^ d(z^ x) _ dz ^ d(Xy y) ^ 
dX ' (^({JL, V) ~ 5X • d{^, v) "" ^X • d{ii,y)' 

puis, faisant la racine carr^e de la somme des carres des 
numerateurs et des d^nominateurs, en vertu de [10], on 
trouve ces rapports ^gaux k 



e'est-a-dire a 



/ 



1. 



On a done, en choisissant convenablement les signes, 

dx _ d(y, z) / L dy _ d{z, x) / L dz _ d(x, y) /' 

dX ~ d((jL,v) V MN' d\ " d{[L, v)\/ MN' dyi ~ ^(p., v)V/S 

, J da; _ d{y,z) /W dy ^ d{z, x) /HV dz ^ d{x, y) /'} 

^ ^ ) dfji ~ d(v, X)\/ LN' diL c>(v, X)V I^N' d\i. d{^,\)\/ I 

dx _ d(y. z) /If dy ^d (z,x) /IT dz _ d(x, y) 1 
«■ ^ d(k, [x, v) 
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Si I'on lire des formules [ii] les determinants partiels de 
x^y, z relatifs aX, [x, v pour les porter dans [6], on irouve 



f'3J 



d\ 


I dx 


dx ~~ 


LdA' 


dx 


I dx 
M d^i' 


av 


1 dx 


dx 


N (K ' 



dl 
^7 


I dy 
" L dV 


dl 
dz 


I dz 


d^ 
dy 


I dy 


d^ 
dz 


I dz 


d^^ 
Or 


I dy 

"~ N d» ' 


d^ 
dz 


1 ()>3 



les coordonn^es ^tant orthogonaies, on a Dy. E, F = o, c'est- 
a-dire 



!■« 2S£ 



= 0, 



2 






2 



c)a7 dx ' 



et les formules suivantes comprises dans le groupe [7] : 

I'^i 2(S)'"*. SlS)'-". 2(£)'-^- 

Un calcul tout scmblable a celui que nous venons de faire 
donne 



dx 



^(f^, V) 




f] 



0{y, z) 



^ ^ ^{x^ /_A_ (^A _^ (^(tJL, v) /A 

(^K ^(5, ^)\/ BC' dz ' d{x,y)y WV," 

^ ()(v, X) /¥; ^ ^ c)(v, X) /IT 

(^(^, :r)V BC' dz d{x,y)\/ AC/ 



^7 



d^ ^ Hh^t) /'A 
(^j7 "' d(y, z)\/ AB 



/_C_ d^ _ d{l, p.) / C t)v _ ^(X, [jl) / C ^ 

AB' ^jk ~" <^(^, ^)V AB' dz ~ d{x,y)y .VB ' 



la comparaison de ces formules avec [5] donne 



['-] 



dx 

dy 
' dl 

dz 
dl 



-r- 1 



1 ^^ 

A dx 

1 ^ 
A ^7 

1 ^ 
A d^ 



dix 

dy 
dix 

dz_ 
d\L 



I dyi 

B ^ 

I dix 

B ^ 

I ()fJL 

B Jz 



T ■ J 



dr 
57 



I ()v 

C ^' 

I ^ 

C dz ' 



la comparaison de ces formules avec [i3] donne 



[18J 



^=i' 



M = 5, 



^=5- 
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IV. — Calcul des deriv^es secondes des coordonnees a I'aide 
des derivees premieres de L, M, N. 

Diff^renlions, par rapport a "k, [jl, v, les formules [9] 
et [10] : nous avons dix-huit formules contenant les dix- 
huit derivees secondes des coordonnees x, y^ z par rapport 
a X, [ji, v; ces dix-huit d^riv^es pourront done ^tre calculees 
en fonction des derivees de L, M, N. Voici les dix-huit for- 
mules obtenues en differentiant [9] et [10] : 



d^x dx 
d'kd\t. &i 



[19] 



d^r dx 
d^dy di 

d^ X dx 
dkd^i dl 

d'^ X dx 



2 

■^ /d'-:r dx 
2d\d^ oi7 

2: 

2: 

1 



d^ X dx \ 
^~ dXd^t d\L ) 

d^-x dx\ 
dixd* d\L) 

d^x dx\ 

d'^x dx\ 
"^ 'd}J Jj) 

d^x dx 



o, 



= o, 



= o: 



^o, 



dixdv Ok 
d'X dx 

f d'^x dx 

d^'X dx 
dkd]x 0\L 

d^x dx 



Ih ) ^' 



\dk 



dkd^i 

d'^x dx\ 
dk d'i dy J 

d^x dx 



o, 



dkdii dk 

d^x dx\ 
^■^ ~dk) 

d'^ X dx 



o; 



(>. 



= o. 



— - - _f_ — 

dkdy dyi diidv dk 



-TT =0; 



1 dL 

2 Sx 


^ dx d'^x 
2ddk dk^' 


1 dL 

2 d[x. 


1 ^M 

2 dk 


^ dx d^x 
^md\L dkd\L 


1 dM 

2 dyi 


1 dN 

2 ^X 


^ dx d^x 
~2ddy dkdy' 


1 aN 

2 du. 



d'^x 



1^0] { - Tr = ZxT -^^-az 



2dx 
dk 5X^ 

^ dx d^x 
^ddii ^' 

^ dx d^x 
^m dy dyd\s. 



1 ^ 

2 dy 

I m 

2 dy 

1 dji 

2 dy 



2dx d 
5X 5> 



2 



2dx d'^ 
■57 '& 



dx ^ 
d\L d^ 



On peut remplacer le syst^rae [19] par un autre beaucoup 
plus avantageux : d'abord multiplions la premiere par i, la 
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cinquieme par i , la derni^re par — i et ajoutons, nous aurons, 
apres avoir supprim^ le facte ur 2, 



1 



d^x dx 



dTid^i dv 



= 0; 



ainsi Ton a d^j^ le groupe suivant : 



[21] 



da: d*x 



.^d d\ dii&^ 



= 0, 



2 



dx d^x 

5jl d\d^ ^^' 



1 



dx d^x 
dy dl d^L 



Ges formules d^montrent un ih^or^me important du a Dupin, 
el sur lequel nous aurons a revenir; si, en effet, on joint a la 
premiere de ces Equations les suivantes, tiroes du groupe [9], 



2 


dx dx 

dl d^ " ^» 


23 


.T . ^ dx dy dz 
on a, en eiimmant ^-, ^^, ^.-, 






d^X d^y 


d^z 




d\i. dy d[i dy 


d^kdy 


[22] 


dx dy 
d^i. dii 


dz 
dy^ 




dx dy 


dz 


• 


dy dy 


dy 



dx dx 



- =0, 



= 0, 



ce qui exprime que les lignes [x= const., v = const, coor- 
donn^es sur la surface X= const, sont conjuguees; comme 
elles sont rectangulaires, il s'ensuit qu'elles sont lignes de 
courbure; done 2 

Lorsque trois families de surfaces se coupent ortho- 
gonalement, elles ont pour intersections leurs lignes de 
courbure. 



En tenant compte des Equations [20], les Equations [19] 
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pourront s'^crire, abstraction faile de celles qui ont fourn 
le systime [21], 



[23] 



1 dM 

2 c>v 


^ d^x dx 
^ d^K^ dy ' 


1 dN 

2 dii 


^ ^'iT dx 

2d (^2 (^{JL 


1 dN 

2 dl 


^ d* x} dx 
2d d^^^^dV 


1 dL 

2 dy 


-^ d^x dx 
2d dl^ dy 


1 dL 

2 dyi 


^ d^x dx 
2dd\^ dii' 


1 dM 

2 ()X 


"^ d^x dx 

^ (^(X* dA 



Sil'on considere les formules [20], [21], [23],onles r^soudra 
facilement par rapport aux d^riv^es secondes de x, y^ z en 
les groupant, trois par trois, de mani^re que, dans chaque 
groupe, il n'entre que des deriv^es avee un m^me d^nomi- 
nateur ; on a alors, en tenant compte des relations [1 1 ] et [ 1 2] , 
pour simplifier les determinants fonctionnels, 

d^x __ 1 / I dL dx I dL dx i dL dx 
~' ~ 2 VL 



[^4] 



dl-' i\L~dl dX M dix dyi N dv d^ ) ' 

d^y _ ^^/ \ IdL dy^ ^ I dL dy \ dL dy\ 
diX2 ~ 2 \ L ;^ dX "" M ^ i^fx "" iN dv dv/ ' 

« 

1 

d^x _ I / I dM dx I dM dx 1 dM dx"' 
"^ ~2\M'(JfI^~N"5v ^"I"^ dX/ ' 



d^x _ I / j_dM dx I dN dx\ 
o^fx (>v 2 \ M d'j 5[JL N dy. t)v / ' 

d^x I / J dN dx I dL dx 



c>v dX 'i\N dl dy L &^ dX 



d\y I / I dM dy i d^ dy 



[25] 



d\L&* i\M d"^ 0\L N c>(JL c>v 

En differentiant ces formules [24] et [26], on introduirait les 
d^riv^es secondes de L, M, N, et I'on pourrait encore calculer 
les d^riv^es troisi^mes de x^ y^ z, en fonction des d^riv^es 
premieres et des d^riv^es premieres et secondes de L, M, N. 
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V. — Interpretation de L, M, N et de lenrs derivdes. 

La distance de deux points infiniment voisins, ou la lon- 
gueur ds d'un arc ^i^mentaire en coordonn^es curvilignes, 
est donnec par la formule 






d\ 



OU, en vertu de [i], 



rff* = L c?X* -+- M rffx2 _^ N flfv* -^ 2P d\i. dt -f- 'iQ fl?X 6?v -+- -i R rfX fl?{ji ; 
avec des coordonn^es orthogonales, on a seulement 

Si, dans ces formules, on fait ^[x = o, rf^i/ r= o ou ix == const. , 
* vz= const., on a 

ds^ = L fla«, ^5 = s/Ldk\ 

done \/L eA repr^sente Tare de courbe [x = const., v ;:= const. 

00, si Ton veut, yL est le rapport de la distance de deux sur- 
faces 7.= const, infiniment voisines, les coordonn^es etant 
cens^es orthogonales. 

Dans la th^orie des courbes tracees sur une surface, nous 
avons ^te obliges d'introduire trois determinants que Ton 
exprime facilement k Taide des coordonnees curvilignes dans 
I'espace, je veux parler des quantites /, m, i\ 

Nous supposerons les coordonnees orthogonales, et nous 
poseroDS 



L = 



dl^ 


d\^ 


d\^ 


dx 


dy 


dz 

dl 


dx 


^y 
d^ 


dz 
d^ 
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ou bien 

d«^ d(y, z) d^ d(z, x) d^z d(x, y) 

c'esl-^-dire, en vertu de [i i], 

XM 



- __ "^ d^x dx /LU 



et, en vertu de [aS], 



in 7 ^ A'^ ^L 



on aiirail de m^me 



/Wv = I / -v^ r- • 4 






J 



L'^(^uation (9), qui fait connaitre le rayon de courbure de la * 
section normale correspondant a la direction rfA, rf[x, devient ' 
alors, en observant que r = o, R = o, \ 

P 2(Lfl?X2 + JVlfl?fJi5)v/]N 

Soit pvx le rayon de courbure principal de la surface 
V =: const, correspondant a la ligne de courbure v = const., 
X = const., etc. Cetle forraule donnera, en faisant successi- 
vement dy. = o et rfX = o, 

i \ _ 1 ^ I _ I dh 

PvX ~ 2M v/N «^ ' Pvfj. ~ 2L v/iN «^ ' 

I _ I (^N I _ I (^M 

•^^^^ ^ PXJi^ ~ 2N v/L ^5^' PXv ~ 2Mv/L ^^ ' 

I _ I ^L, 1 _ I dN 

Pp ~ 2L v/M ^\^' PliX ~ 2IN /m ^f^' 

d'ou Ton tire Pinterpretation des deriv^es de L, M, N. 

Pour obtenir le rayon de courbure d'unc ligne de courbure, 
on peut appliquer le th^oreme de Hachette (p. 459, t. II), en 
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vertu duquel la courbure d'une courbe trac^e sur deux surfaces 
pL=: const., V = const, est la r^sultante des courbures des 
intersections de [x = const, par le plan tangent a v = const., 
et de V = const, parle plan tangent a [x = const, lei les deux 
plans tangents sont normaux, et, le rayon de courbure de 
jjL = const., V = const, ^tant d^sign^ par Rjj^v? on a 



(IV P|XV pvfi 

OU 

D'apr^s Lam^, — et — sont des courbures dites confu- 

'^ PvX pVfJL -^ 

guees en surface; au contraire, — et — sont dites conju- 

PXv P(iv 

guees en arc, 

Lani6 a donn^ aux d^riv^es 

1 ^L \ dU I (^N 

' ? -^ — y 



^1 dl ^ dix 3 (^ 

le nom de courbures parametriques ; elles sont ^gales a 







6^ ' 




respectivement. 









VI. — Th^oreme de Dupin. 

Arr^tons-nous un instant sur le th^or^me de Dupin, que 
nous avons rencontr^ accidentellement dans Tetude des for- 
mules de transformation, et resumons la demonstration de 
ce ih^or^me. Trois surfaces ^lant orthogonales, on a 

^ dx dx Y7 dx dx ^ dx dx 

<«> 2d'57^=''' 2idXdv-="' 2-dx^i.=°' 
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difTi^rentiant ces Equations respeclivement par rapport a \ 
}JL, V, on a 



^ / d^x dx 
'^ / d^x d.r 
^ / d^x dx 



d^x dx\ 

= 0, 



d\d\k &t J 

d^x dx 

-^ )=o, 



d\3.d^ d\ 



d^x dx 

-rr ) = o; 



, d\&4 d\i. d\Ld^ dl 



ajoutant les deux premieres et retranchant la derni^re, on a 

^ d*x dx __ 
^m d\d^ d^ 

dx d\' dz 

En ^liminant j-} ^> — entre cette Equation etlcs deux pre- 
mieres Equations (a), on a 



d^x d^y d^z 



= 0, 



d\ d\i dX ^[x d\ d^i. 

dx dy dz 

d>\ '^ dX 

dx dy dz 

d^i. d^k d^i. 



ce qui exprirae que les lignes )v = consl., [x,= const, sont 
conjugu^es sur la surface v = const.; comme elles sont rec- 
tangulaires, elles sont lignes de courbure, d'ou le th^or^me 
suivant : 

Th^oreme. — Trois families de surfaces, se coupant 
partout orthogonalement, se coupent necessairement sui- 
vant leurs lignes de courbure. (Dupin, Developpement et 
applications de Geometric, Demonstration geometrique,) 

Parmi les nombreuses applications dont est susceptible le 
ih^oreme de Dupin, signalons la suivante : 

Tout sj'Steme de surfaces orthogonales, transform^ par 
rayons vecteurs r^ciproques, reste orthogonal apr^s la trans- 
formation, et, par suite, les lignes de courbure des families 
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consider^es ont pour transform^es leslignes de courbiire des 

families transform^es. 
Supposons que Ton connaisse les lignes de courbure dune 

surface S : cette surface fait partie d'un syst^me orthogonal, 

k savoir las' surfaces qui lui sont parallMes et ses normalies 
d^veloppables ; si Ton transforme ce syst^me par rayons vec- 
teurs reciproques, on voit, d'apr^s ce qui prc^cede, que les 
lignes de courbure de la transformce de S seront les trans- 
form^es des lignes de courbure de cette surface S. 

On connaitra, par exemple, par ce procede, les lignes de 
courbure des Iransformees des surfaces de revolution, des sur- 
faces developpables, etc., et des surfaces du second degr^; 
mais nous reviendrons sur les lignes de courbure de ces der- 
nieres surfaces et sur celles dc leurs transform^es. 






VII. — Conditions ponr que denx families de surfaces 
fassent partie d'un systeme orthogonal. 

Solent }.= const., [jl = const, deux families de surfaces . 
pour qu'elles fassent partie d'un systeme orthogonal, il faul 
d'abord que 

il faut ensuite, d'apres le theor^me de Dupin, que leurs 
Iniersections soient des lignes de courbure de chacune d'elles. 
Je dis que, r^ciproquement, si ces conditions sont remplies, 
il existera une troisi^me famillc 

V = const., 

completant le systeme orthogonal. 

tneffet, si cette troisieme famille existe, on aura 

^ dii dv _ \^ ^^ ^'^ _ . 

^dxdx~^* ^dxdx'~^^ 

^"uadeux equations aux d^riv^eb partielles auxquelles doit 

'- - Traite d'An/ilyse, VI I. i3 
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satislaire la fonction v. Les conditions dMnt6grabilite de ces 
Equations se r^duisent a (t. VI, p. 1 14) 



^ r / <)* fji d^ 

-^ [ \ dx^ dx 

__/d|2X d^ 
\dx* dx 



d^[L (>V 



dx dy dy 
d'^X d^ 



dx dy dy dx dz 



cette equation pent s'^crire 



(P) 



'y r ^ c)V <^\ 



\ dx^ dx 

dn dij. 



d^li_ d\ 

dx dy dy 

d^ dyi 



dx^ dx dx dy dy 



d^li dv\dX 
dzj dx 

dzJ dx] 



dxdz 
d^\ 



= o 



d^li 



dX\ 

At. I 



dxdz dzj 

dn dix\ld^ 

dx dz dz J jdx 



= o. 



Or on a, en differenliant (a), 



dx^ dx dx dy dy dx dz dz dx dx'* 



= o 



si I'on remplace ensuite, comme cela doit se faire, -r-? -,— > ^r- par 
^ dx dy dz '^ 

leurs valeurs tiroes des Equations a int^grer ou, ce qui revient 
au meme, si Ton remplace ^~? ^ ? t" par les valeurs propor- 

I, d(u., X) d(u., 1) d(ix. 1) , ,. . ,,. 

lionnelles — -*- — -y — -* 1 -jj^ — -^ on a la condition d inte- 

di,y, z) d(z,x) d{x,y) 

grabilite sous la forme 







dl 






— • • • 

dx 


1 

i 




dx 


dn dii 
dx^ dx 


-h 


dn du. dn du. 

~ -{- ^ . , . 

dxdy dy dxdz dz 



= o. 



Or --? J- 7 -p sont proportionnels aux composantes d'un 

deplacement normal a la surface [Ji = const, effectue, par 
consequent, sur la surface X = const. ; en remplagant done 



{ 
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duL duL d\k J J J 



d\ 


d\ 


d\ 


dx 


dy 


dz 


dx 


dy 


dz 


ox 


dy 


dz 



— o : 



c'est r^quation aux lignes de courbure (p. i5) de la surface 
X= const. La courbe normale a I'intersectlon des deux sur- 
faces 7w = const., [/.= const, doit done ^tre aussi une ligne 
de courbure des deux surfaces X=: const., pL = const, pour 
que la surface v = const, orlliogonale existe. On peut done 
enoncer le th^or^me suivant : 

Th^oreme. — Pour que deux families de surfaces ortho- 
gonales fassent partie d^un systeme triple de surfaces 
orthogonaleSy il faut et it suffit que les surfaces donnees 
se coupe nt suivant leurs lignes de courbure, 

Remarquons, en passant, que le theoreme precedent con- 
tient implicitement le theoreme de Dupin, ce qui constitue 
une seconde demonstration de ce theoreme important. 

Lorsque Ton connait deux systemes de surfaces se coupant 
suivant leurs lignes de courbure, il est bien facile d'en 
deduire la troisieme famille conslituant avec ceux-ci un sys- 
teme triple orthogonal. Le calcul se ram^ne a I'integration 
d'un systeme de deux Equations aux derivees partielles du 
premier ordre lin^aires, c'est-a-dire en definitive a Fint^gra- 
tion d'une equation aux differentielles to tales a trois variables, 
operation qui n'exige que I'integration d'une Equation diff^- 
rentielle ordinaire du premier ordre. II est malheureusement 
fort difficile de trouver des surfaces se coupant suivant une 
ligne de courbure de chacune d'elles. 
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VIII. — Conditions ponr qu'one famille de surfaces fasse partie 
d'un systeme orthogonal. — Theoreme de M. 0. Bonnet. 

La recherche d'un syt^me de coordonn^es orthogonales 
est une chose en gdn^ral tr^s difficile; il y a plus, etant donnee 
una famille de surfaces v = const., il n'est pas toujours pos- 
sible de la comprendre dans un systeme de coordonnees cur- 
vilignes orthogonales. 

En eflet, si elle pouvait faire partie d'un tel systeme, elle 
serait rencontr^e par les deux autres families suivant ses 
lignes de courbure. Soient 

dx _ dy _ dz 
u V w 

les equations d'une de ces lignes ; elles devront ^tre normales 
au deplacement 8^, 8/, 8s effectue sur une autre surface du 
systeme orthogonal, [Ji =:: const., on devra done avoir 

dx ^x '\- dy 8 V -+- c?z 8<s = o 

oil, en vertu de (a), 

(P) uZx -^-vZy -\- whz =^0. 

Cetle equation ne saurait avoir lieu que s'il existe une cer- 
taine condition d'integrabilit^ entre w, v^ {V\ ainsi elle ne 
determinera pas gen^ralement z en fonction de x^ y\ en 
d'autres termes, la surface |jl = const., determinee par la con- 
dition d'etre normale au faisceau des lignes de courbure des 
surfaces v = const., n'existera pas toujours. 

La condition d'int^grabilite de la formule (P), ou la con- 
dition d'existence de la surface |jl = const., est 

, ^ /(Jp dw\ I dw du\ ( du dv\ 
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Maintenant je dis que, si cette Equation est satisfaite, la troi- 
sieme surface 7^ = const, existera; et que, si 

u' v' w' 

dcsignent les equations de la seconde ligne de courbure, T^- 

qualion 

u'hx -^ v' Zy -\- w' ^z ^= o 

sera egalement integrable; et, en effet, deux surfaces |jl, v 
orthogonales existant et se coupant suivant une ligne de 
courbure de v = const., cette ligne sera ligne de courbure de 
•jL = const., etla troisieme surface se trouvera en appliquant 
la melhode d^velopp^e au paragraphe precedent. 

Ainsi done, et c'est en cela que consiste le thdor^me de 
M. O. Bonnet (donne en 1862) : 

Th^oreme. — Pour qiH une famille de surfaces fasse 
partie d^un syst^me orthogonal, il faut et il sujffit qiHil 
exists une relation (y) entre les coefficients des equations 
des lignes de courbure, Cette relation est une equation aux 
derivees partielles du troisieme ordre a laquelle doit satis- 
faire le premier membre v de V equation v = const, de la 
famille donnee. 



IX. — Theoremes de M. Maurice Levy. 

Th^oreme I. — Soit M un point d^une surface S appar- 
tenant a une famille donnee; soient MT, et MTo les tan- 
gentes aux lignes de courbure de cette surface passant 
en M. Soit M' le point oii la normale MT rencontre la 
surface S' de la famille consideree, infiniment voisine de 
S; soient WT[ et M'T^ les tangentes aux lignes de cour- 
bure de S' passant en M' : la condition necessaire et suffi - 
sante pour que la famille consideree fasse partie d^un 
systdm^e orthogonal est que les tangentes MT| et M'Tj se 
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rencontrent quand on neglige les infiniment pedis (€ 
second ordre; si d^ailleurs cette condition est rempli^ 
MT2 et M'Tj se rencontreront egalement. 



Si le sysleme orthogonal existe, il est bien clair que MX 
et M'T'^ se rencontreront, ainsi que MT2 et M'T'^^ ; car 
ligne MM' sera une Hgne de courbure commune aux surface 
normalesa S, en vertu du th^or^me de Dupin; les normaU 
a Tune des surfaces orthogonales a S, MT4 et M'T^ , le long c 
la ligne de courbure MM', devront done se rencontrer € 
n^gligeant les infiniment petits du second ordre. Je (3 
maintenant que, si les seules lignes M'T'j et MT4 se rencoJ 
trent, le syst^me orthogonal existera. 

En effet, considerons la trajectoire orthogonale de not 
faniille de surfaces et supposons que Tune des lignes 
courbure \k = const, se d^place en s'appuyant sur la traje 
loire : elle engendrera une surface, dont Tequation pour 
^tre representee par \jl = const.; nous allons prouver que s 
cette surface les directions v = const, et )w = const, so 
conjugu^es, cette derni^re ^tant celle de la trajectoire MT, 
cette trajectoire est orthogonale; X= const., v = const, seror 
des lignes de courbure de |jl = const. 

Or I'equation de la tangente a [Ji = const., v = const 
est 

X—x Y—y _Z—z 



ox 

7k 



dk 



dz 
dk 



et, pour que cette droite rencontre la tangente a [jl 
V 4- <iv = const. , il faut et il suffit que 



= const 



dx 
dk 


dy 
dk 


dz 
dk 


dx 
dv 


d^ 


dz 
d^ 


d^x 


d^y 


d'^z 



dk d^ dk dw dk d^ 



= 0, 
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c'est-a-dire que les lignes 'k = const. , v = const, sur la sur- 
face [Ji = const, soient conjugu^es, ou lignes de courbure, 
puisqu'elles sonl orthogonales. 

Les deux surfaces )w= const., v = const, ^tant orthogo- 
nales et se coupanl suivant une ligne de courbure de chacune 
(i'elJes, il existera, comme on I'a vu, une surface [Ji = const. 
compl^tant le systeme orthogonal. c. q. f. d. 

(Voir Comptes rendus des seances de VAcademie des 
Sciences, 1870, comment M. Cayley a profit^ du theor^me 
de M. Levy pour ^crire T^quation du troisi^me ordre de 
M. 0. Bonnet.) 

Th^oreme II. — Pour qu!une famille de surfaces fasse 
partie d'un systeme orthogonal, il faut que le lieu des 
ombilics des surfaces individuelles dont elle se compose 
W me courbe nor male a ces surfaces, 

Ce iheor^me est presque evident; neanmoins, son utilite 
est Ires grande dans la recherche des surfaces orthogonales, 
puisqu'il permet de rejeter imm^diateraent une foule de 
families, comme ne faisant pas partie d'un systeme ortho- 
gonal. 

Pour le demon trer, on observe que, 

dx _ dy _ dz 
u V w 

^6signant les equations des lignes de courbure d'une surface 
'•' — const., pour que, en faisant varier la conslante a laquelle 
on egale v, on obtienne une famille appartenant a un systeme 
orihogonal, il faut et il suffit que T^quation 

u dx -^ vdy -\- wdz = 

sou mt^grable. Supposons-la integrable : ses solutions sonl 
'^s equations de surfaces orthogonales a v = const.; ces ^qua- 
I'ons sont satisfaites pour «/ = o, ^ = o, iv = o'^ done elles 
contiennent les ombilics de ^ = const. Les surfaces oriho- 
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gonales de v = const., passant par les ombilics de celle-cl, se 
coupent suivant le lieu des ombilics dev = const.; celieu est 
done normal a v = const. 

C'est dansle XLIII* Cahier du Journal de VEcole Poly- 
technique que M« Levy w donne ces tbeoremes. 

X. — Formnles de Lame. 

Dans iin syst^me orthogonal, L, M, N ne sont pas arbi- 
Iraires; il y a lieu de rechercher les relations qui lienl entre 
elles ces quanliles. Si Ton differentie T^qualion 



L = 



( dx\^ I d\^ v^ dx d'^ X 






\0XJ a (^fJL ~ ^ dX dX djA 

on trouve 

^ '2 dix (hi ~' ^ oX dX 0[xJv ^ dX d\ dX dii ' 

mais la formule [21] 

dx d^x 



1 



=rrO, 



dX d^i Ov 
differentiae par rapport a \, donne 

d'X d^x v^ dx d^x 



20'X a^x ^ 
■5X2 dix &J "^^ 



— o. 



dX oX d^i &i 

Cette Equation compar^e a (a) donne 

I d^h _^^ d^x d^x ^d^'X d^x ^ 
7. d^i&i '^ ^dX&j dXd^i " ^'dX^ ^jTSv* 

iaisant alors usage des formules [^4] et [^5], on a 

^diJ.dw~ Md\ M 'dX d^ "^ L 5jl (^X / V N "^ (^v "^ L "57 ~dX ) 

2/ \ d\j dx I dh dx I d\j dx\ 
\L IX ^X ~" M ^ ^ ~" N "57 "^/ 
/ I (^M dx I dN dx 
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Oil 



[26] 



dm 



M d\ 



1 dh ^M I aL aN 
M dfJL (^ IN dv dfJL 

I dM d'S 2 ^^' :^^ 
L d\ d^ 



I d^ dh 



L c/X c>{i M Oil Ol 



Vlain tenant differentions les formules 






2 



5X dld^i' 



2 <>x 



2 



dx d^x 
01 "^ 



jxtraites des tableaux [20] el [28]; on a 



1 dn. 

2 dfjL* 

2 ol^ 



d^x 



2( 

^ ()X> dii^ 



dlOii 
d^x d^x 



)'-2 



dx d^x 



■1 



dl dldii^ 

dx d^ X 
'ol OXd^i^' 



on 



1 Vd^L dm 

2 [c^{i2 "^ Ol^ 



I*^ / d^x \2 ^ d^x d^x 
"^ 2d\0}roli) ~~^~d\^ du^ 



OQ, en vertu de [24] et [^SJ, 



VdlL dmi_ 



dL dx 

L d^i dl 
I dh dx 
L 'dX dl 
I dM dx 



2[i 

^ [m c){i dii 



dx 1 (^M ():r12 
5X "^ M "^ ^J 



I dL dx I dL dx 
M (^[JL (^(JL N dv ()v 

T dM (^^ I dM dx 
N "57 dv "" L dX dX 



] 
] 



c'esl-a-dire 



\V] 



\ d^L d^M'\ _ J /dL\ 
[d{x« "^ dX2 J ~L \d\L) 



dL\2 I /d]M\2 



I dh dM I dL dM 



I dL dlM 



L dX dX M d{jL d{i N dv dv 

On peut transformer les relations [26] et [27] comme il 
suit : on a 



(') 



dy/L 

d^L 



dL 



2 



y/L ^[^ 



dL /r ^ v/L 

T^=''^-d^' 
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done 

— a -4 h a /L " 



La premiere formule [26] devient alors 

[281 ^VL _ _i_ a_v/L ^/M I a y/L <^ y/N 

on a ensuite 

d\/L _ I dL ^ _ y r ^V^ 

[27] devient alors 



en divisant par y/LM, on a 

_I ^/E <^/M _ j^ d\/L ds/M __2- ^V^ ^\/M 
L c^X ~^iX M ~d^ ~d^ ~ N (^ c^/ ' 

ce que Ton pent encore ^crire 

Les formules [28] et [29] sont les formules de Lam^, a cell 
difference pr^s, que Lam^ pose X=p,[Ji = p4,v = p2,L=:H* 
M = Hp N = H2. Nous n'avons pas adopts les nolalions c 
Lame, parce que nous voulions conserver dans ce Chapiu 
les m^mes notations que dans le precedent. 
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XI. — Recherche des systemes orthogonanx. 

Deax mani^res de trouver les systemes de surfaces orlho- 
► nales se pr^sentent imm^diatement a Tesprit : e'est d'int^- 
^r Tun ou I'autre syst^me d'dqualions aux d^riv^es par- 

^lles 

'^ dx dx _ '^ dx dx _ '^ dx dx __ 



^X (^(x _ ^ ^ ()fjL (^/ _ ^ y^ d\ d^ _ 



y^ ok 0\L ^ '^ 0\L &i _ ^ 



dx dx 



Hme les efforts des geomtoes sont rest^s impuissants, on 
:herch6 k faire d^pendre la solution d'^quations lineaires. 
ici comment Lam^ a r^solu la question. 
I est parti des formules [28] et [29] ; posons 



v/N ^'' ~^' ^£ c^X ~ ' /M <^I^ " ' 

Las aurons, au lieu de [28], que Ton pent ^crire 

J^ diidy N (^v dii JMN ^H^ ^' 

> formules suivantes 

da' „ , da" , ,„ 

—-= a c J —-= a o , 

c^c , , dc' , 
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Les formules [29] donnent 

[3i] <^ + ^+ *^-°' 

dc da" , , 

-t^ H — r — h c a =0. 

Ces dernieres formules sont lin^aires par rapport aux d^ri- 
v^es de a' , a"^ b\ b", c, c', ce qui est peut-^tre iin avantage; 

si Ton pouvait les int^grer, reliminalion de y/M et y/N, par 
exemple entre les equations {m), donnerait 

d\i.d^ a' dv Oil a" d^ 

et L serait d^terrain^ par une equation lineaire; mais, quand 
m^me L, M, N seraient connus, il serait encore difficile de 
calculer X, [jl, v en fonction de x^y, z, 

XII. ^ Coordonnees elliptiques. — Lignes de conrbure 

de rellipsoide. 

La recherche des syst^mes orthogonaux est difficile; le 
nombre de ces systemes connus est encore aujourd'hui assez 
-estreint. Apr^s les systemes de plans, les systemes de sur- 
faces sph^riques, coniques et planes, qui constituent les coor- 
donnees rectilignes rectangulaires et polaires, les systemes 
orthogonaux, les plus remarquables sont formes par les sur- 
faces homofocales du second degr6, representees par les 
equations que nous avons deja eu I'occasion de rencontrer 

plusieurs fois, 

x^ r2 ^5 

-^ ' =1, 



a2-+-X 62 -hX c'^-^ 



.r2 r2 ^2 



^"^^ ^ a2-f- |JL "^ 62V (JL "^ c'' • - ~ ' 



x^ v^ z^ 

- = I . 



Par chaque point de Tespace, il passe trois surfaces du 



\ 
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systeme ( i), comme on I'a vu et, si \ |jl, v designenl les para- 
m^tres de ces surfaces, ces Irois quantites d^terminent un 
point et en sonl les coordonnees elliptiques, 

Le systeme de coordonnees elliptiques est orthogonal; car 
les trois surfaces (a), qui passent en un point, s y coupent, 
comme on I'a vu, a angle droit et par suite suivant leurs 
lignes de courbure; done (t. II, p. Sai) • 

Les lignes de courbure de Vellipsolde 

X^ y2 z^ 

_4_ ^ _1_ :;^ I 

a* 62 C* 

sont donnees par cette equation, d^ une part, et, d^ autre 
part, par V equation generate des surfaces homofocales 

X* r* z^ 

1 1 = I 

a* + p b'^-h p c* -+- p 

ainsi que cela resulte du th^or^me de Dupiu: 

Les Equations (a), r^solues par rapport a a:, ^, z, donnent, 
comme on I'a d^ja vu, 



V (a=i — c2j(a2 — 62) * 

' ^ y (6^ — c2)(62 — a^; 
, V (c2 — a2)^c2— 62) 

i 

' Ces formules servent a passer des coordonnees rectilignes 

■] aux coordonnees elliptiques. 

ii 

XIIL — Galcul de divers elements des surfaces du systeme 

elliptique. 

Nous allons calculer lout d'abord les elements L, M, N : 
posons 

ro I ^' y' ^' = /(P^ 

^^^ a^-hp 62 -hp c'^-{-p F(p' 

(3) (a2-t-p)(62-hp)(c2-i-p)= F(p); 
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si Toil appelle \ [jl, v les racines de/(p) = o, comme la pi 
haute puissance de p dans /{p) a pour coefficient i, oc 

(0 /(p) = (P-X)(p-jx)(p-v). 

Cela pos^, des Equations (^), on tire, en prenant les d^i 
v^es logarithmiques, 

1 dx ^ I I 
I — ' r a:» y^ z^ 1 



ou 



I _ i^ ^( ._ _^ r! f!_ 

^""^4^X1, «'-H^ ^*H-^ c» + xy' 

la d^riv^e dtant prise comme si x^^ y^^ z^ ^taient indepe 
dants de \, On peut encore ^crire 

or on a 

£ f(p)^d_ (p — X)(p-{x)(p-v) 
dp F(p) dp (p-4-a4)(p-f-62)(p^c2) 

^/(P)/_1 1_ . 

F(p)Vp-X pH-c*"" 



• • I • 



Si I'on fait p =: )w, on a 



^-4 F(X)' 



OU bien 



J ^ I (X — fx)(X-v) 

4 (X-+-a«)(> +62)(X-hc2)' 



(b) I M= ' (tx-v)(f2-X) 

^ ^ ' 4(Ht-+-«')(Ht-H^*)(fxH-c2)' 

j^ ^ I (v — fA)(v~-X) 

Dans rellipsoi'de les coordonndes des ombilics sonl 

/72 _ ^2 A2 _ c2 

a? = a2 — , ^ = o, z = c^ ■— ; 
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ii I'on ^gale ces valeurs de x, y, z k leurs valeurs (j3), on 
roave, pour coordonn^es elliptiques des ombilics, en faisant 

;t, en supposant v quelconque, 

Gherchons maintenant les rayons de courbure princi- 
paax : en appliquant les formules qui donnent les courbures 
principales des surfaces orthogonales (p. 191), on trouve 

I __ v/(v -+- a*)(v -h 6^(v -f- c- ' 
pXv~ (jx-v)v/(v-HL)(v-r)' 

I _ /(v-i-rt^»)(v -+- />•-')( V -h &^ ) ^ 
P|xv (X — v)v/(v — (jl;(v — X; 

OD en conclul les relations tr^s simples 





PXv _ f^ V 

P|XV X V 




P|xX V X 

pvX \^ X 




pVjJL _ X [l 
PX(1. V [A 


et, par suite, 





pXv p(iX PXv -H pvX pX(Ji P JJ.V 



= o. 



Les rayons de courbure des lignes de courbure seront 
donnes par les formules 



"|xv r(iv rvii 

Les courbures g^odesiques des lignes de courbure ont une 
expression assez simple. Soit — la courbure g^od^sique de 
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la courbe [jl = const., v == const., on a 



done 



Tp '^ ^(X — jjLxX — v) t^ — ^ 

Tvjji ~ -^ /rx— v)(x— (JL) ^ — ^^^ 



Tr II — I' 
il en r^sulte 

irv{i.TXvTfi.X = Tfi.vTvXTX{i.. 

i 

La torsion geodesique des lignes coordonn^es est nulle, j 
bien entendu. 



XIV. — Discussion des equations des lignes de courbure 

de Fellipsoide. 

11 est important de se rendre compte dela forme des lignes 
de courbure de rellipsoi'de pour chaque valeur des para- 
metres ) et (JL qui entrent dans leurs Equations 

,^2 y2 j2 

^"> ^-^■65 + ^ = '' 

X^ V* 3^ 



\ a«-f-> 62-t-X c2-i-} 

(?) 



T- = '» 



x^ 7« z'i 



- = I . 



\ a^-^ II 62 -{- (JL C^ -f- (JL 

Elimlnons z entre ces equations : nous avons 

a2(«^-HA; "" 62(62 -f-X) " * ' 

^ ^ i .rna2_c2) j^2(^2_p2) ^ 

uous supposerons a >> 6 > c, et nous nous bornerons a cod — 
siderer la premiere equation. Nous ne donnerons pas a X d^ 
valeurs positives, parce que les lignes de courbure seraient 
imaginaires, bien que se projetant suivant des ellipses reelles, 
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es surfaces ( p) ^tant tout a fait mterieures a rellipsoide (a). 
Si I'on donne a X des valeurs sup^rieures a — c-, on a 
toujours des ellipsoides pour la surface (^), et les ellipsoides 
sent interieurs a rellipsoide propose : ils ne peuvent tou- 
jours pas le couper. 

Sapposons maintenant X compris enlre — b^ el — c^ : la 
surface (^) sera un hyperboloide a une nappe coupanirellip- 
soide suivant des courbes se projetant suivant des ellipses (y ) ; 
pour \= — c^, on a Tellipse 






qui est uneligne de courbure, et, pourX= — b^, Taxedeso:, 
Vhyperboloide s'est reduit au plan des zx, la ligne de cour- 
bure se reduit alors a Tellipse principale situ^e dans le plan 
des xz. 

Si I'on fait varier X de — b^ a — a^, la surface ( j3) est un 
hyperboloide a deux nappes qui coupe Tellipsoide suivant 
des lignes de courbure (y) se projetant suivant des hyper- 
boles; pour X = — b^j comme nous Tavons fait observer, on 
a des hyperboles infinimentaplaties se confondant avec Taxe 
des J?; et, pourX = — a^, ces hyperboles se reduisent a I'axe 
desy. 

II resulte de la que, si I'on fait varier X de — c^ a — 6^ et 
|iide — 6^ a — jU^j on pent se procurer tous les points reels 
deTellipsoide, une fois et une fois seulement. 

Sans qu'il soit necessaire d'insister sur ce point, on verra 
facilement que les projections des lignes de courbure sur les 
autres plans de coordonn^es sont encore des coniques. 



IV. — Lien des centres de courbure priucipaux de rellipsoide. 

jK^I Lelieu des centres de courbure principaux de Tellipsoide 
peat s'obtenir en regardant ce lieu comme Tenveloppe d'une 
L. — Traite d' Analyse, VII. i4 
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s^rie de plans normaux principaux. Soiept relHpsoi'de 

Qpi yi j^i 

^ ^ a^ b^ c^ 

et 

I'e^quation d'une surface homofocale. Le plan tangent a cette 

surface 

Xa7 Yy Zz 



a-^-^k b^-hA c*H-A 

sera une section prlncipale; ses coordonn^es tangentielles 
sont 

relimination Ae x, y^ z,\ enire (a), ( j3), (y) donnera Tequa- 
tion tangentielle du lieu. L'^quation (j3) donne 

(0) (a2-+-X)5«-4-(62-4-X)Ti2H-(c2H-X)C2 = i; 

['Equation (a), combinee avec (j3), donne 

x^ r2 ^2 

H- -7-^^ ^ = O 



a2(«^+/) ^H^^-^>^) c2(c2-t-X) 
ou 

(£) (a2^X) J-+-(62 + X)j!+(c2-+-X)g=o. 

En ^liminant X entre (8) et (e), on a 



XVI. — Lignes de courbure de la surface podaire de I'ellipsoide 

par rapport an centre. 

Lorsque Ton connait un syst^me de surfaces orthogonaies, 
la transformation par rayons vecteurs r^ciproques fournit de 
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nouveaux syst^mes orlhogonaux et, par suite, de nouvelles 
surfaces dont on connait les lignes de courbure. 

Si Ton transforme le sysleme de surfaces homofocales 



x^ 



a' 



y' 



z^ 



6'-hX c^-i-X 



= h 



en prenant pour p6le de la transformation Torigine des 
coordonnees, on a 



ar2 



y' 



z^ 



a- 



64H-X C*-T-X 






Les surfaces contenues dans ce type se coupent orthogonale- 
ment et, par suite, suivant leurs lignes de courbure. 
Or la podaire de rellipsoi'de 



a pour equation 



a* 



a*a?2 -?- d^jr^ -X- c^^s = I 



|J + fi=(^*-^7'--+-^')'; 



ses lignes de courbure sont done donnees par des equations 
de la forme 



a:^ 



"2 



a^ 



b^ 



- =(a72-|-j^2_4_^2)2. 



XVII. — Lignes geod^siqnes de rellipsoide. 
Pour Irouver les lignes geod^siques de I'ellipsoide 



x^ y 



a* bi 






= 1. 



nousle comprendrons dans un systeme de coordonnees ellip- 
tiques, c'est-a-dire que nous ferons v = o dans les formules 
du paragraphe precedent. Nous chercherons ensuite une 
solution complete de Tequation aux d^rivees partielles 



(«) 



I (d^Y I /ae\2 
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cette solution, differentiee par rapport a a et a /i, fera c( 
naitre les Equations finies des lignes g^od^siques. Quand 
fait V = o, les valeurs de L et M sont 

4 (X-T-a«)(X — 62)(X-T-c2)' 

4 (jji-i-a«)([x-h62)({jL-i-c2)' 
en posant, en general, 

(p-+-a«){p-+-62)(p-T-c2) "^-^(^^^ 
L = 1-(X - ix)/(X), M = i (jx- X)/(iJL), 



/(^ey h 



I'^quation (a) devient ainsi 

On pent ^crire cette Equation comme il suit : 

I /()e\2 I /(^ey h .. . h. 



alors on a la solution complete 

e=y^^(XH-a)/(X)^-y'^''^-(HL-a)/(j.)rfjx; 

en appelant ^ une nouvelle constante, les equations des ligne 
g^od^siques seront 

( Y) r/(>-Ha)/(X) Ca — r/([JL-+-a)/([JL) fl?[JL = 25 v/2A -f- c. 

Dans ces formules il y a quatre constantes a, p, A et c : un 
de ces constantes est de trop; cela tient a ce que nous avon 
consid^r^ deux equations diffi^rentielles de nos lignes g^odfc 
siques, alors que I'^quation finie de la surface etait ui^ 
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quation finie de nos lignes. Nous allons en effet d^ter- 
liner h. Pour cela, observons que 

)r de (P) on tire 

X -T- a {JL-T- a ' 

I'ou 

dl\fCk^ - dii\f(ix) ^ dl^f(l)a-^oi) ^ dii\f(ii)(ii-^a) 
X — fx (X-t-a)2 (^tjL -,-«)« 

ou encore, en vertu de (8), 

-7)^' 

__ dk\ fa)a-^a)^diL^f(li)(li-^a)—'idldiis/fa)f(ix)a-i-oi)(lx-^oi) 

(X -h a)* -f- ( (JL -h a)2 — 2(X H- a;( jjL -T- a) 

OU, remarquant que les denominateurs sont ^gaux et extrayant 
les racines des num^rateurs, 

comparant cette formule avee (y), on voit que I'on doit faire 

\j2h:=l. 

Nous avons vu que les coordonn^es elliptiques des ombi- 
lics sont 1= —b^^ ^lz= — b^. 

La longueur d'une ligne g^odesique compile a partir d'un 
ombillc sera done 



/»X ^\L 

= / //(X)(X-+-a)6?X- / s/Al^)il^-^oL)dii; 



<^eite expression de 25 est susceptible de quatre valeurs en 

changeant les signes des radicaux; ces valeurs correspondent 

^'^^ quatre ombilics. Prenons deux d'entre elles, la prec^- 
denie el 






'-T v//(X)(X-i-a)c?X+ r //({x)({jL^a)^{i; 
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nous avons, en ajoutant, 






dk, 



si Ton suppose s -^ s' constant, \ sera constant; ainsi : 

Th6oreme. — Le lieu des points, tels que lasomme ou la 
difference de leurs distances geodesiques aux o nib i lies 
soit constante, est une ligne de courbure. 

En d'autres termes : 

Les ellipses geodesiques ay ant les ombilics pour foyers 
sont les lignes de courbure. 

Les Equations des lignes geodesiques peuvent encore 
affecter une forme remarquable due a Liouville. 
Differentions Fequation ((3), il viendra 



y X -^ a ds y \i.-h OL ds 



ou 



(6) /(X) /^xy^ /(I.) /rf^y 

X -\- (X \ds J [t.-^ OL \ds J 



-''•=^(£)' = 4-(^--)^(^)(§^ 



or, en appelant i Tangle que (x = const, fait avec la g^ode- 
sique, on a 

•'"••■=»'(t)'-i<'-^'/''>(s^ 

d'ou 

la formule (6) devient alors 

4 cos^i 4 sin 2 i 



(X - (a)(X H-a) ([i-X)({i-+-a) 
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OU 

(t,) (jLCOS*i-t- X sin*i = a. 

Telle est la forme sous laquelle Lion villa a mis Tequation des 
lignes geodesiques. Exprimons que I'^quation pr6cedentc (rj ) 
a lieu pour ijl = — 6^, X= — 6^, c'est-a-dire qu'elle passe 
par un ombilic ; nous aurons 

et alors (tj) deviendra 

fi cos^ I -f- X sin* i = — 6*; 

I est le m^me quand on consid^re deux ombilics dilF^rents ou 
bien il prend des valeurs supplementaires \ done : 

Th6oreme II. — Deux geodesiques, issues de deux ombi- 
lics differents, font des angles egaux ou supplementaires 
avec les lignes de courbure qui passent par leur point de 
rencontre ; 

Propri^te qui rapproche encore les lignes de courbure de 
Tellipse et de I'hyperbole. 



XVIII. — Goordonndes paraboliqnes. Lignes de courbure 

des paraboloides. 



Les Equations 

/p2 y2 



/? -f- X gr 4- X 



= 2-S-+- X, 



(a) { 1 — — =2ZH-uL, 

^2 y2 

= 2Z -h V 



/? H- V ^ H- V 



sonl celles de trois paraboloides homofocaux qui determinent 
par leur intersection un point (^,jKj ^r); ce point est aussi 
d^termin^ par les parametres \ (jl, v qui sont ses coordon- 
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n^es paraboHques ; ces coordonn^es sont orthogonales, comme : 
I'on a vii, et les formules de transformation sont 

1 

) 

p — q I 

— 24;=jo-4-gr-|-X-4-[JL-f-v. 

Les lignes de courbure des surfaces (a) sont leurs intersections . 
respectives et, en particulier, les lignes de courbure du para- 
boloid e 



sont donn^es par cette Equation et par la suivante, ou p est 
variable 

p-f-p q-+~p 

Ces Equations sont faciles a discuter. 



XIX. — Lignes gdodesiqnes du paraboloide. 

Quand on effectue les calculs, on trouve pour les coordon- 
nees paraboHques 

N = 7 IH ' i 4- ; ^- — 7^ • 

4L (VH-/?)2 (V-+-^)«J 



M 



Si nous supposons v = o, les equations des lignes geod^siques 
du paraboloide 



/p2 yi 

P <1 
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seront donn^es par rint^gralion de I'^quation 



I /dey I /dey 



la connaissance d'une integrale 6 de ceLte equation renfer- 
mant une constante a fera connaitre les equations des lignes 
geodesiques 

de o de 

^j- = p, -— = s -7- const. 
ooL ' on 

Or, L et M ne contenant que \ et que [jl, on pourra prendre 

et Ton aura, pour equations des lignes geodesiques, 

J yih — a**/ 

/ v/M d[i = s -h const.; 

la seconde fait connaitre Pare de geodesique. Les int^grales 
qui figurent dans ces formules dependent seulement, comme 
onle voit, des fonctions elliptiques. 

Nous bornerons la notre etude sur les coordonn^es para- 
boliques, la plupart de ces proprietes pouvant se deduire, 
par la methode des limites, des proprietes des coordonnees 
elliptiques, dont elles ne sont, en definitive, qu'un cas parti- 
culier. 

IX. — Sur la transformation par rayons yeotenrs reciproques. 

Nous avons vu que deux figures sont transformees Tune de 
I'autre par rayons vecteurs i-eciproques, par rapport a un 
p61e O et relativement a un module A*, lorsque, M et M' desi- 
gnant deux points de ces figures situes en ligne droite avec 
le point O, on a (t. II, p. 245) 

0M.0M'=A:2. 
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Soient (^,y, z) un point de Tune des Ggures, et (^', y^ z'} i 
le point correspondant de I'autre : on a vu que Ton avail, le I 
pole etant pris pour origine des coordonnees, 






( \ J - y^' 



z = -J 



on en deduit, du reste, x', y, z' en fonction de x, y, z au 
moyen de formules analogues. 
Soil 

une equation algebrique, U, designant en general un poly- 
n6me homog^ne de degr6 i en x^ y, z. Si dans ces poly- 
n6mes on remplace x, y^ z par leurs valeurs (i) et si Ton 
supprime ensuite les accents devenus inutiles, cette for- 
mule (2) deviendra 

(2) X:2'«U;n -+- A:2'«-2U;;,_iR2-*-. . .H- UoR*'" = o, 

R2 designant, pour abr^ger recriture, x'^ -\- y- -\- z^ \ cette 
equation sera, en general, de degr^ 2/n; toutefois ce degr6 
pent s'abaisser. 

Soit/? le degre du polynome Uq, Uo ... qui a I'indice le 
moins eleve et qui n'est pasnul; en d'autres termes, soil p le 
nombre de fois que la surface (i) passe par I'origine. Soit q 
le nombre de fois que la surface passe parlecercle ombilical; 
en d'autres termes, soit qz= i^ si U,» contientR^ en facteur, 
soit 5^ = 2, si Urn contient R* en facteur, et si Um_< contient 
R2 en facteur, etc., il est clair que le degr^ de (2) transformee 
de (i) par rayons vecteurs r^ciproques sera 

d'ailleurs, en appelant/?' et q' les nombres analogues kp eiq 
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pour la second e surface, 

p' = m — 2<7, 

de sorte que pour qu'une surface conserve son degre aprds 

une transformation par rayons vecteurs reciproques, il faut 

que 

m —- im — iq — p 

ou que 

m =^7,q -4-jE?. 

Une surface du second degre doit done avoir un point double, 
c'est-a-dire ^tre un cone, ou avoir comme ligne a Tinfini le 
cercle ombilical, etc. 

A c6te de la transformation par rayons vecteurs reciproques 
vient tout naturellement se placer une autre transformation 
que nous allons faire connaitre. 

Nous appellerons, dans une transformation par rayons vec- 
teurs reciproques, sphere directrice la sphere ayant son 
centre au pole et dont le rayon est le module k de la trans- 
formation . 

Soient P un point quelconque de I'espace, a:', y ^ z' ses coor- 
donn^es : son plan polaire II par rapport k la sphere directrice 
a pour Equation 



(3) 



Xx-^\y-^Zz'=k^. 



£xprimons que ce plan est perpendiculaire au milieu de la 
droite qui joint deux points {x, y, z) Qi 



k^x 



k^y 



k^z 



.r* -{- y^ -r- z^' x'^-\- y'^ -\- 



T.i 



x^-hy^-h z^ 



correspondants par rayons vecteurs reciproques ; nous aurons 
a identifier Tequation de ce plan avec 



(X-x;' + (Y-yP + (Z-z)^=(X--^f~— y 



x^-]-y 
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ce qui donne 



ilx — 


X* 




^■} 


— • • • 


ar« -r-y^ ^- z^ — 


A:* 




^2H_yS_- 


^2 


on en lire 






i.= 




2 A* a? 








x*- 


^^1^^2_f-A-l' 




(4) 






1 




2A-«r 






x^- 


. ^« : ;5«-T-/:«' 














2k'iz 







«' 



^4_i_^4_i_^l-^A-2' 



et, comme Ton voit, le point (x'^y^ z') est sur la droite q 
joint le point {x, y^ z) a Porigine et, par suite, son corre 
pondant aussi. 

Les formules (4)sont de veritables formules de transfo 
mation analogues a celles de la transformation par rayo 
vecteurs reciproques. 

Quand le point (a:', ^, z^) sera donn^, il en r^sultera de 
points X que I'on construira facilement. Quand le point 
decrira une surface d'ordre m, en general les points x 
trouveront sur une surface d'ordre 2 m. Si Ton appelle pi 
mi^re figure une figure decrite par x\ y', z\ et seconde figu 
une figure decrite par x^ y, z, on pourra dire que : 

Si la premiere figure se compose de deux lignes ou 
deux surfaces tangentes^ leurs correspondanles dans 
seconde fig uf^e le seront aussi, etc, 

XXI. — Des anallagmatiqnes de H. Hontard. 

M. Moutard a donne le nom d^anallagmatiques aux si 
faces qui sont a elles-memes leurs propres transformees j 
rayons vecteurs reciproques. Leur degre ne devant done ] 
changer par une telle transformation, elles auront necessai 
ment des singularites qui en faciliteront I'^tude. 
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Theoreme de M. Moutard. — Toute anallagmatique est 

Venveloppe d'une sphere orthogonale a la sphere direc- 

trice de la transformation par rayons vecteurs reci- 

proques, dont le centre se meat sur une surface fixe 

appelee deferente. 

Eq efTet, considerons sur une anallagmatique trois points 
infmiment voisins a, 6, c, et leurs trois correspondants par 
rajons vecteurs reciproques a', 6', c'; par a, b, c et a', on 
peut faire passer une sphere, et, a cause des relations sui- 
vantes ou o est le p6le, 

oa X oa' = ob X ob' =i oc x oc' = k^, 

Les points 6' et c' seront sur cette sphere, ^videmment 
orthogonale a la sphere directrice, puisque la longueur de la 
langente issue de Forigine a cette sphere aa!hV cd est k, 
Cette sphere a la limite est bitangente en a et a' a I'anallag- 
matique; done, etc. c. q. f. d. 

Reciproquement, toute enveloppe d'une sphere dont le 
centre decrit une surface fixe et qui resle orthogonale a une 
sphere fixe est une anallagmatique. Nous allons donner de 
ce theoreme une demonstration qui permettra de trouver 
I anallagmatique connaissant la deferente 

Inequation de la sphere mobile est 
(«-a)2 + (^ __ P)2 _|_ (^ _ ^)s = R2^ a2 -4- ^2 -{- Y^ = A:« H- R* 
^\ si ron veut, 
(2) x^ -\- y^ -r- z'^ — lOLX — %^y — i^z -^ k^= o. 

ooa enveloppe s'obtiendra en eliminant a, (3, y entre cette 

Equation, (i)et 



(3) 



X dcL y ^^^ z ^Y 



'" Oh voit que la direction ^, y, z du rayon vecteur de 
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V anallagmatique est perpendiculaire au plan tangent 

4- > -Lf -T- de la deferente, 
doL d^ d^ •^ 

2° Si Ton ^gale chacua des rapporls (3) a — > N^ designant^ 
pour abreger, (^^ h- (^^J + (^j*, alors ^^ sera ^gal i^ 
^^ + y* -•- -"> fit 01 aura, en combinant (2) et (3), 

On reconnait done que p a deux valeurs et que le produit d^ 
ces valeurs est egal a k^, ce qui montre bien que : 
Le lieu des points x, y^ z est une anallagmatique, 

3" Le plan tangent a la deferente est perpendiculair^^ 
sur le rayon vecteur de r anallagmatique au milieu de Ic^ 
corde qui joint deux points correspondants de fanallag — ' 
matique. 

XXII. — fqnations des anallagmatiques. 

Les proprietes fondamen tales que nous venons d'^tabliir' 
contiennent toule la iheorie des anallagmatiques. Nou^ 
appellerons seconde deferente d'lme anallagmatique la po— 
laire reciproque de la deferente prise par rapport a la sphere 
directrice. 

Geci pos^, par un point A. de la deferente menons un plan 
tangent; soil M le point de la seconde d^f^rente qui corres- 
pond a ce point, m el m' les points correspondants de I'anal- 
lagmatique; en appelant x^ y, z les coordonnees de Tun des 
points m, m\ et x', y, z' les coordonnees de M, on aura, en 
refaisant un calcul deja developpe au paragraphe antepr^- 
cedent, 

/ \ '— ?-^^^ ,_ , 



5 — . . . 
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€n sorte que, si 



f{x,y, z, t) = o 



est Tequation de la seconde d^ferente rendue homogene, 
I'equation de I'anallagmatique sera 



(5) 



fi^^y^ -s, 



x^ -^ y^ -^ z'^ -^ k^\ _ 



ik^ 



)=«■ 



Lameme transformation (i) permet de trouver les focales 
des anallagmatiques. 

Considerons la developpable circonscrite d la seconde 
deferenteet a la sphere directrice ; soit 

<4) cp(a7',y, ^', t's^o 

Inequation de cette developpable rendue homogene, je dis 

que 



<5) 



/ x^ 

\x,y, z, — 



■y 



k^ 



ik 



— o 



^era Veqiiation de la developpable qui contient la focale. 

En effet, nous passons de I'equation (4) a (5) en appliquant 
Ja transformation (i). L'equation (2) et I'equation (4) repre- 
sentent des surfaces circonscrites : done les equations (4) et 
(5)representeront aussi des surfaces circonscrites ; I'equation 
(4) est la surface polaire d'une • courbe et (5) represente 
encore une enveloppe de sphere, mais dont le cercle reste sur 
une courbe; ces spheres sont toujours orthogonales a la 
directrice, mais il est facile de voir que leur rayon est nul, 
ear la deferente, etant le lieu des p6les des plans tangents a 
la developpable (4), se trouve sur la sphere directrice. Mais 
il est facile de voir qu'une pareille enveloppe est develop- 
pable et qu'elle a pour equation p^ -{-q- -^ i=z o. Admet- 
tons-le, on voit que, etant circonscrite a Tanallagmatique, elle 
n'est autre chose qu'une developpable dont la ligne double 
sera la focale. 
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Arrivons a la demonstration du ih^oreme sur lequel nc 
venons de nous appuyer. La sphere de rayon nul 

(a) (a7-a)«-r-(7— ?)«-f-(« — Y)« = o, 

Oil a, p sont fonctions de y? enveloppe une developpal 
iso trope (p^ -{-q- -[-i = o). 

En effet, Tenveloppe est representee par I'equation (a) 

(b) (ar-a)a'-f-(j^-P)P'H-(^-Y)'r' = o. 

Si Ton differentia (a) par rapport a a: eta ^ en tenant comp 

de (6), on a 

(x — a) -h (z — ^)p = Oj 

^r — P)-^-(-- 7)5^ = 0, 

d'oii Ton tire, en eliminant a^ p, y, 

/?2 -i- ^i -h I = o; 
done, etc, c. q. f. d. 



XXIII. — Anallagmatiques du quatrieme degr^ homofocales. 

Notre but n'est pas de faire une histoire complete d 
anallagmatiques, nous avons seulement Tintention de fai 
connaitre un syst^me de surfaces orthogonales decouvert p; 
M. Moutard et qui derive naturellement des theories qi 
nous venons d'exposer. 

On trouvera des anallagmatiques homofocales en che 
chant des surfaces du second degre inscrites dans une dev 
loppable circonscrite a la sphere 

(i) x^-\-y^-^z^ — /c^=z o, 

et en appliquant a ces surfaces la transformation 
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C'est ce qui r^sulte de la th^orie expos^e au paragraphe pre- 
cedent; or posans 

X = ax -h by -h cz -f- dt, 
Y = c^x -\- b'y -H c'z -4- dt, 
Z = a'x -h fy -h c'z -h dt, 
T = a"'x -H b"'y + c"' z -V d" t\ 



supposons cette substitution orthogonale, et soit t ^= k y^ — i ; 

I'equation 

(3) X2-hY«-hZ«-hT2 = o 

sera identique avec (i), et meme on aura identiquement 

( 3 6w) X2 4- Y2 -+- Z« -+- T2 = x^ -4-7* -f- ;52 — k^, 

Une autre surface du second degr^, rapportee au tetraedre 
conjugue X = o, Y = o, Z = o, T = o, pourra etre repre- 
sentee par 

,, * X« Y2 Z» T2 

a 3 Y 

Les equations tangentielles de (3) et (4) sont 

/* -h m* + /i' -f-/?2 = o, 

sibienque I'equation tangentielle d'une surface du second 
ordre inscrite dans la meme developpable que celles-ci sera 

6t son equation ordinaire sera 

X2 Y2 Z2 T2 



-t- ^ o -^ s :: -^ =^ 5 = o> 



X— aX — p X — Y X — 8 

^" plus simplement 

V^ X2 

ou encore 



2 



k2 



(aa7-f- by -h cz-h dksj — i)' 

•■ — . =0. 

A — a 



^- ^ Traile d' Analyse, VII. i5 
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Faisons maintenant la transforraatiou (2), nous aurons 
l*^quation gen^rale des anallagmatiques du quatrieme degr^ 
homofocaies 

(5) ^r^j- [(ax -i- by -¥• cz)ik^ -\- dk ^— i{x^ -\-y* -h z^ -^ k^)]^ = 0; 
nous poserons 

S — x^-T-y^-\- z^-A -—=z {ax-\- by ^cz)-\-k^; 

dy — I 



alors (5) pourra s'ecrire 

if) 2 






S» = o. 



Mais on peat obtenir une forme beaucoup plus instructive 
ail moyen de Fartifice suivant : 
L'equation 

^— 2t,« A--3 „ X — Y „ X — „ 

ji — a |j.— [i ji — Y ^1 — 8"^ 

represente aussi une surface du deuxieme degr6 inscrite dans 
une developpable circonscrite aux surfaces 

> =0 et > — t = o 

A^ fji — a J^ ^ — a 

et en particulier a la sphere, que Ton obtient en prenant 
). r=: jjL. L'equation de ces surfaces en coordonn^es ordinaires 
sera 

XVfJi — a) 



2 



X-a 



= 0, 



ou encore 



X^fx-X) 



2^^s^'-i;'"=- 



OU enfin 



2x?^. 



X2 U» 

X — [ji 



-f- > =0, 
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en supposant que jjl soil une des quanlil^s a, ^, y, o, [jl et en 
posant 

C'est dans la formule (6) que nous faisons la substitution (2) ; 
alors, en observant que, si Ton pose 

S = X^-r-y'^-r-Z'^ — k^, 

A^S* 



r 



Tequation (6) pourra s'^crire 



o; 



or, soit 



ik 

A = 372 -f- j2 4- ^2 _^ (a^ -H ^J^ -t- cz) -h A-2, 



A, B, C, D seront les puissances de splieres dont nous appel- 
lerons les rayons M, N, P, Q. II est facile de voir que ces 
spheres sont orthogonales entre elles et a la sphere S = o; 
en mettant en Evidence les quantites A, B, C, D, liqua- 
tion (6) s'^crit 






D\s /S\! 



k) =0. 



X — a X — p X — Y ^ — 5 X — [JL 

Telle est la forme sous laquelle on peut mettre les equa- 
tions des anallagmatiques du quatrieme ordre homofocales. 
Cette equation estdu troisieme degr^ en )., ainsi qu'on Ta vu 
en la mettant sous la forme (/). 
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XXIV. — Du systeme triple forme d'anallagmatiqaes homofocales. 

Nous reprendrons les Equations des anallagmatiques 
horaofocales pour demontrer les propri^t^s de ce systeme, et 
surtout pour prouver qu'il constitue un systeme orthogonal. 

Nous ecrirons Tequation de ce systeme ainsi 






S«, S2, . . ., S5 seront alors les puissances de cinq spheres 
quelconques orthogonales deux a deux, Ri, . . ., R5 seront 
leurs rayons et a,, ao, . . . , as seront cinq constantes. 

A chaque valeur de ^,^, -3, ou de S|, S2, . . . , S5, corres- 
pondent trois valeursde "k : done en chaque point de I'espace 
passeut trois surfaces (i)*, il est facile de voir qu'elles s'y 
coupent a angle droit. Soit, en effet, G le premier membre 
de (i), H ce qu'il devient pour ). =: [jl, on a 

^G dH dG dH dG dU 



dx dx dy dy dz dz 

_^ dG_m^fd^d%i dSidSj dSj dSj\ 
~~ ^d dSi OS J \ dx Ox dy dy dz ^z J ' 

Or. on trouve que 

dSi dSj dS,' dSj dSf dSj _ I 2(S/-|-S/) si i^j 
dx dx dy dy dz dz (4 S/ -4- 4 R? si i = j 

qiiand les spheres sont orthogonales, done 

2d'di di ~ 2Jl^ dSi '2ddSj 

^dR ^ ^ dG ^'^j,. dG dU 
-^ldSs^^ldS--^^Z^^dS}dSr 

Or, les fonctions G et H etant homog^nes, on a, en les sup- 
posant nulles, 

2ddx dx ~^2d dSi dSi' 



DES C00RD0NN£ES CURVILIGNRS DANS l'eSPACE. 229 

Le second membre de cette formule est a un facteur pres ^gal 
a G — H; on est done bien en presence d'un syst^me triple 
de surfaces orthogonales. 

Remarques. — L'equation (i) oil \ est donn^ appartient 
en definitive a une anallagmatique quelconque du qua- 
trieme degr^, et Ton pent, sur cette Equation, ^tudier les 
anallagmatiques du quatrieme degr^. La sphere directrice est 
I'une des cinq spheres Si = o, ...,85 = 0; comme rien ne 
les distingue, on voit, et ce theor^me est encore de M. Mou- 
tard, que : 

Toute anallagmatique du quatri^me ordre peut etre 
cons ideree comme telle, de cinq manieres diffe rentes : elle 
a done cinq poles, cinq deferentes, etc. 

Si I'on veut les focales des anallagmatiques (i), il faudra 
choisir X de mani^re que I'^quation des secondes deferentes 
soient celle de surfaces developpables ; il faudra done prendre 
7. = ai , a2, - . . et Ton aura 

S| = o avec > -^^^ — — = o, 

Sin'entrant plus sous lesigne\]. Les focales sont done des 

courbes spheriques, situ^es sur les spheres orthogonales du 
sysleme. 

II va sans dire que les anallagmatiques du qu atrium e ordre 

sont de nouvelles surfaces dont on sait trouver les lignes de 

courbure. 



XXV. — Quelques anallagmatiques remarquables. 

La cyclide de Dupin est une anallagmatique (p. 45); c'est 
la transform^e par rayons vecteurs reciproques d'un tore; la 
deKrente se r^duit a une simple courbe du second degr^. 

Eq effet, la cyclide ^tant la transformee d'un tore, c'est- 
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^-(Jire de Tenveloppe d'une sphere orlhogonale a un plan, et 
tangente a un plan et a une sphere, la cy elide pourra etre 
regardee comme Tenveloppe d'une sphere qui reste orlhogo- 
nale a une sphere et tangente a deux autres spheres. Ce sera 
une anallagmatique du quatri^me ordre; saseconde d^ferente 
sera une developpable. 

Parmi les anallagmatiques du quatri^me ordre qui sont 
engendr^es par une sphere normale a trois autres, il y en a 
qui ont trois plans de sym^trie; on les obtient en transfor- 
mant les autres par rayons vecteurs reciproques et en pre- 
nant pour pole de la transformation le point d'intersection 
des trois spheres directrices. 

Disons enfin que,lorsque lad^ferente d'une anallagmatique 
est une surface du second degr^ denude de centre, I'anallag- 
matique est du troisi^me degr^ ; en effet, la seconde deferente 
passe alors par Porigine, puisque la premiere est tangente au 
plan de I'infini; il est facile de voir qu'alors, dans I'equation 
transformee par la substitution 



X 



Xi ->r-y^ -^ ^2 _|_ ^2 ' 

les termes en [x^ -hy^ -\- z^-\- k^Y manquent. 



XXVI. — Application des coordonnees curvilignes a la rechercl 

des surfaces et des volumes. 

L'element de surface en coordonnees curvilignes est J 
parallelogram me forme par les lignes 

X = const, 
et 

X -h <iX = const., [JL = const., [x-i- <ifJL = const. ; 

ce parallelogramme a pour expression 
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formule ou dsi, ds^ sont les arcs ^l^mentaires des ligncs 
coordonnees et 8 Tangle compris. Or 

ds\ = /L dX, ds^ = /iM d\x, cosO = __ ; 

v/lm 

on a done 

<i^ ds^ sin 6 = /LM — R* 6^ rf|x : 

I'aire d'une portion finie de surfaee comprise entre les lignes 
1 = Xo, X = )., , [A = [Ao, (^ — [J^i sera 

f / v^LM — R*tAdf{jL. 

Pour evaluer le volume compris entre la surface et le plan 
des ay, on designera par a, ^, y les angles que la normale a 

Telement rfo> 1= y/LM — VC^dX rftx de surface fait avec les axes 
de coordonnees ; il est clair que le volume clierche est une 
somme d'elements ay ant pour base dio cosy et pour hauteur z ; 
le volume de Tun de ces elements sera done zcosyrfw; or, 

on a 

dx n dy dz 

cos a -TV- -t- cos 3 -~ -h COSY -^ = o, 



d'ou r 



on tire 



dx o dy dz 

cosa h cosp -- -T- COSY -— = o, 

d[L ' 0(JL ^ d\L 



d(x, y) I 

^(■Xy f^) /LM — R2 



^>otre el(5ment de volume devient alors 

rs , ^(a?, y) 

Z dk dU -T-rx — ^^— > 

^ dil, II) 

^^^e volume total 



iFm^'^- 



^^^^e I'indique la theorie du changement de variable dans 
^^integrales multiples (t. Ill, p. i5i). 
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Les Equations 

^1 yl ^1 



a^-r-l 6«H-X c«-f-X 



o 



> 



a:' r' -2* 



/pt -+- ^* -f- .s* = r* 

representent un syst^me de surfaces orthogonales compo 
de deux c6nes et d'une sphere et dont on peut faire usa ^ 
pour calculer le volume de la sphere ou sa surface. Les fcz^ 
mules auxquelles on est ainsi conduit ne peuvent pas ser^v 
a evaluer le volume et la surface en question, mais cette cJji 
ficulte tourne au profit de 1' analyse, car, comme on conn 
le volume et la surface en question, on trouve ainsi la valei 
de deux int^grales compliquees que I'on n'aurait pas pu est 
mer facilement par une autre voie. 
Les equations pr^cedentes donnent 

(c2h-X)(62-+-{Jl)— (6«-f-X)(C»H-fJL) 

ou bien 



(a2-i-X)(a2H_jji)(62_c2) (6«-T-X)(6«H- jjt)(c« — a«) 
(a) / 22 r2 



(c2-r-X)(c2-r-iJt)'a2— 62) X?! , , >,, • v / » « 

^ ^^ ^^^ ' > (a2-|-X)(a2-i-{jL)(62 — c' 



Or on a 



V(a2-i-X)(a2-hHt)(62-c2) 
= V (^>2 — c2 )(a^ -f- a2 X -h a2 jjt _|_ x^) = V (^>» — c2)a< 



car 



V(^,2_ c2)a2 = O, y (62 — C2) = O. 

Posant done 

H = Va*(62 — c2), 
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les equations (a) donneront 



il 



^'(c»-a»)(6«-t->)(6«-f-fJi). 






H 



I dx 



X dk a* -i- X ' 



I dx 

z - 



X d\i. a* -h |JL 



a»~X 

(c^— ag)(6^H-[JL) 
^ 6» 






(a2— ^>2)(c^-^fJl) 



C2 



M=3 



r« [-(62 — c')(a2^-X^ 



4H L (^ 
Nous pouvons ^crire 



I^) 



• • • I • 



1 



LW = 



4H (ai'-i-X)(6*-r-X)(c«-+-X) 

rJ y(^'— c*)(6*-+-c2)X(fji-^a2) 
^4H (a2-T-X)(62-+-X)(c2-hX) 

""4H (a2-+-X)(62-+-X)(c2-hX) 

i6lP (a2_L-X)(6*H-X)(c2-4-X)(a*-t-fji)(62 4-[JL)(c2-i-{jL) 



On a done pour la huiti^me partie de la surface de la sphere 



ou 



r r\ 



XfjirfX^fjiy(6^ — c*)a«(fJL — X) 



'_//S ^— (r» 



v/(a2H-X)(a2-hfji)(62-t-X)(62-+-fji)(c2-hX)(c2-4-fi)' 
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on peut supposer a == o, on a alors 

et, en faisant \^= — u-, [jl = — v-, 

7u _ r^ r"" dudv{u^ — v^-) 

^ ~^o X v/(62-a-^)(62-P»)(c2-wi)(c«-:^)' 

Gette formule, clecouverte par Lame, est remarqiiable. 



EXERGIGES ET NOTES. 

1. Les systemes suivants sont orthogonaux : 

p =z(y2-^z^— 2x^)(z^ -h x^ — iy^)(x^ -\-y^ — 2z^) 

3 

— 2(a-* -r-7* -h Z^ — j2^2 _ x^Z^ — X^y^)^, 

Y = (7* -4- ^2 — 2x^){z^ -hx^ — iy^){x^-hy^ — 2^2) 

3 

-+- 2(37* -f-^* -h ^* —72^2 _ 272^2 _ ip2^2)2^ 

(Gayley.) 



az=ixy, ^ = ^z^-h x^-\- ^z^-T-y^, 



Y = /^2_i-a:2 — sjz'^-^y'^, {h~X, Serret.) 



2. 



{x^ -h y^ -^ z^y -h ax^ -¥• hy^-h cz^-\- p^ 

-T- -^- ^- 372 -I- 1^^ -— V2 -4- ±C ^ 32 = o 

est une equation qui pour un systeme de valeurs donnees de a?, y, z 
determine trois valeurs de X ; chacune de ces trois valeurs determine 
une surface, les trois surfaces ainsi obtenues se coupent orthogona- 
lement : le systeme precedent est done a la fois triple et un. 

(Darboux.) 

3. Pour que, X, Y, Z designant des fonctions de x seul, de y seul, 

de z seul, 

X-r- Y-hZ = const. 
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fasse partie d'un systeme orthogonal, il faut que 






a el b designant des constantes, dcs relations analogues doivent 
exisier entre las derivees de Y et de Z, (J. A. Serret.) 

4. Si Toil considdre Tequation 

(i) x'^y^z^ = const., 

et si dans Tequation 

on remplace X par les deux valeurs tirees de 

'■ "^ '■ * — = o, 



a p Y 

I'equation (a) representera deux families de surfaces qui, avec(i'), 
formeront un systeme orthogonal. (Darboux.) 

5. Les enveloppes des surfaces suivantes, oii Ton fait varier X, 

forment un systeme triple de surfaces orthogonales. 

(Darboux.) 

6. Les surfaces suivantes forment un systeme orthogonal 

X r2 x:2 



a ax — b^ CLX — c' 
x^ y z^ 



x^ y2 z 



Y^-rC* -^z-T-c^ — b'^ Y 

(W. Roberts.) 

7. On pent quelquefois faire deriver de systdmes orthogonaux 
d'autres systemes utiles a considerer : le systeme 











j:2-4. 


j^2_|_^2 


— 


r\ 


x^ 


X 


+ 


^2 
^2-1- 


"X 


-h 


Z2 




0, 


a2-H 


c2-hX 


x^ 




-h 


^2 
62 -H 


{^ 


-t- 


^2 
c2-t- JJl 


— 




a2-i- 


\^ 


u 



236 CHAPITRE IT. 

est ortho«:onal. Le svst^me 



%i " P* " Y* ^^ 



/pi ^2 ^1 



a2(a2-T-X) {J«(^*-^>^) yHc*-hX) 



a*(^a«-- fjL) Si«{62-f- jjt) YH^^-^fJ^) 



= o» 



= o 



represenle une serie d'ellipsoides et de c6nes qui ne sont plus 
gonaux, mais qui peuvent ^tre pris pour surfaces coordonne 
faisant usage de ces coordonn6es curvilignes pour evaiuerle\ 
de rellipso'ide, on est conduit a une integrale double ou trip 
Ton evaluerait difficilement par d'autres voies. 

8. Soit s une surface du deuxieme ordre, c une de ses ligi 
courbure; soit s' une surface du second ordre coupant s suiv 
courbe c, la surface developpable circonscrite k s et s' touche 
vant une ligne de courbure. 

(Laguerre, Societe mathematique de France, \i 

9. Soit R* = a?' -t- ^* + ^', les surfaces 

R*-f-aa72 -\-by^ -\-cz^ =/>*, 
R*-+- a'a7« -+- b'y^ -^ c' z^ = /?'2, 
R* -i- a'x^ -\- b"y^ -+- c" z'^ = p"^ 

sont orthogonales, si Ton a 

^p^-¥-ab _ ^p'^-{-a'b' _ ^p"^ -^ a" b" 
a — b ~ a!— b' ~ a'— b" ' 



ff _ff 



.\p^ -f- ac _ 4/)'2-+-a'c' _ 4/?''g-f-a''c 

ZL Z. ZTi Zj ~^ "^i 

a — c a — c a — c 



(Wangerin, Crelle, t. 



»>»•< 
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CHAPITRE V. 

THfiORIE DES SURFACES GaUCHES. 



I. — Preliminaires. 

Avant d'aborder I'^tude des surfaces gauches, nous rappel- 
lerons quelques formules de Geom^lrie analvtique. 

Soient 

'a) X = ar'-4-X'a', Y=y-T-X'p', Z=z'-r-r^' 

les equations de deux droites, ou a, p, y, a', P', y' d^signent 
ks cosinus qui servent a definir Icur direction et ou X, a' 
designent les distances du point X, Y, Z au point ^, JK? ^ on 

Ay, ='. 

La plus courte distance de ces droites est donnee par la 
formule 



^f 



3) 



= 



sinV 



X — X y — y z — z 

a' ?' y' 



forraule ou V d^signe leur angle; d'ailleurs 



(4) 



sin«V=2(?^'-"^?')'- 



Les angles que fait la plus courte distance avec les axes ont 
pour cosinus 



•5) 



sinV ' sinV ' sinV 
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Les points ou la plus courte distance rencontre chacune defr 
droites sont donnas par les formules 

y(a7'— ar)(a— a'cosV) 

~~ sin*V 

(6) \ 

V(a7'— ar)(a — a'cosV) 

X = a? -r- a . ,.-, y .... 

sin*V 

Une surface gauche, ou plus g^n^ralement une surfaa^ 
regime, est engendrde par le mouvement d'une droite q 
porte le nom Aegeneratrice, On reserve plus particuliereme 
le nom de surfaces gauches aux surfaces r^glees non develoj^ 
pables. Ce qui dislingue la surface d^veloppable des autr 
surfaces r^gl^es, rappelons-le, c'est que la distance de deiu 
generatrices infiniment voisines est du troisieme ordre etq 
(ce qui est une autre mani^re d'exprimer la chose) les gen 
ralrices sont tangentes a une meme courbe. 

Nous repr^senterons une surface gauche par les equatio 
d'une gen^ratrice, a savoir 

(7) X = a7-hXa, Y=7-i-Xp, Z=z-\-\^, 

x^ y^ z seront, ainsi que a, p, y, fonctions d'un mdme para- 
m^tre [jl, qui sera I'arc de la courbe decrite par le point .r,/, 
z. Nous appellerons cette courbe la directrice et le point x, 
y^ z s'appellera le point M. a, |3, y seront les cosinus direc- 
teurs de la generatrice, alors \ sera la distance du point 
M(jc, ^, z) au point X, Y, Z ou m. Dans ce qui va suivre, 
tjL sera Tare de directrice et les d^riv^es relatives a [x seront 
designees par des accents. 

^ ? y^i ^' seront alors les cosinus directeurs de la tangenle 
k la directrice. 

La plus courte distance de deux generatrices' voisines fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont, en vertu de (5\ 



, > ; > -, J 

? ? ? 
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(f'd^signant le rapport de Tangle de deux generatrices infi- 
niment voisines rfcp a I'arc rf[x. II en r^sulle que la direction 
^)^'i y est a la fois perpendiculaire, i° a la plus courle dis- 
tance de deux generatrices voisines; 2" a la generalrice, car, 

/.Qt- etant egal a i, \^aa'=o. Cette direction est celle de 

lanormale a un plan passant par la generatrice et la plus 
courte distance de deux generatrices voisines; ce plan porte 
lenom de/?/a/i central; ses cosinus directeurs sont 



\/l^'' \/'l^'' \/l'' 

or 

ainsi les cosinus directeurs du plan central sont —,, —.9 — ,• 

* . 900 

Le point a partir duquel se compte la plus courte distance 
de deux generatrices voisines est appeie /?o//i^ central, et le 
leu des points centraux est la ligne de striction de la surface. 

Le point central sera donne par la formule (6), et Ton aura 



1 = 



2 



dx da 



1 



x'ol' 



dc^' 



o' 



done \ la distance du point M au point central que nous 

appeilerons O, estegale k^^x' — —y c'est-a-dire egale a — mul- 

liplie par le sinus de Tangle que la directrice faitavec le plan 
central; posons done 

^ I . duL sin 0} 

A = — , sinw = — — i . 

^ do 

Si la directrice est normale a la generatrice, ce que Ton est 
en droit de supposer, to devient Tangle du plan central avec 



le plan tangent; d'ailleurs rf(JL = > S designant la plus 
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courte distance de deux generatrices voisines*, on a done 







X = -T- tangw. 







Le rapport -7- est ce que I'on appelle le paramhtre de distri- 
bution; en le designant par k, on a la relation remarquable 



(8) 



\ = k tanga>; 



d'ailleurs le plan central est evidemment tangent au point 
central a la surface. La distance 8 est donnee par la formule 



8 



I 



dx dy dz 

a p Y 

da d^ d^ 



ou 



(9) 



_8_ 
d^ 



? 



I 



X y z 



a 

a' 






^k 



Nous allons retrouver ces resultats par une autre voie. 
Cherchons les coefficients directeurs du plan tangent au 

point X, Y, Z et posons p rrz — , qz=. —<, nous aurons, en 

differentiant les formules (7), 



c^X 



^Y 






I 


d\ ^-^^ 


-Xp') + 


dX 


p 




Xy') + 


dX 


q 


dY ^ 


Xy')-+- 


dX 
"f dY' 
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)ii en lire 



I x'-\- Xa' a 



o, 



o ic'-hXa' a 
q V-f-Xy' Y 



= 0; 



par suile, requation du plan tangent au point X, Y, Z deviant, 
en appelant $, ti, JJ les coordonn^es courantes, 

(5-X)[Pz'-Yr'+X(PY'-T?')] 
-+- {71 — Y)[^x' — oLz' -r-li^oi' ^ aY)] 
-^(^ - Z)[ay - ^x'-^ X(ap'- ?a')] =0. 

Maintenant prenoQS la generatrice sur laquelle est situee le 
point X, Y, Z pour axe des Z5 en d'autres termes, supposons 
a=o, p = o, Y = I . Supposons en outre que le point x,y^ z 
soil a I'origine et soit pr^cis^ment le point central, alors 
X=:o, Y = o, Z = ).; de plus, prenons pour axe des x la 
plus courte distance de deux generatrices voisines, alors la 
direction a', P', y'sera, comme nous Tavons vu, perpendicu- 
laireaTaxe des z et a I'axe des ;r ; on aura done a'= o, y'= o. 
Enfin rien n'emp^che de prendre la ligne de striction pour 
lieu des points ^, j^, z^ en sorte que I'on auray= o, z'=o; 
['Equation du plan tangent deviendra alors 

- $X?'-f-7i:r' = o; 

•Ipassera done par I'axe des 2, ce qui etait Evident a priori, 
etsi I'on appelle co Tangle qu'il fait avec les plans de j:Zy qui 
cstle plan central, on aura 

tango) = A — , ou k = k tanga>; 

X 



changeons o) en o) H — et appelons X.^ la nouvelle valeur de \ 

on aura 

I- 
Xt = 

d'ou Ton tire 



tangdj' 



XXi=— /c2. 
L - Traite d' Analyse, VII. 
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On peut alors enoncer le theoreme siiivant : 

Les points de contact de deux plans rectangulaires^ 
tangents suivant une meme generatrice, forment deux 
divisions en involution et le produit des distances des deux 
points de contact au point central est constant. 



II. — Proprietes du plan tangent. 

Soient OM, OW deux generatrices voisines, 00' = ^' leur 
plus courte distance, OM=)v; par le point O menons OP 



Fig. 8. 




parall^le a O'M' et par le point M le plan MPM' perpendieu: 
laire a O'M'. 

1° Le plan central est tangent au plan central O. 

En effet, ce plan contient deux tangenles, a savoir : la g^n. 
ralrice OM et la ligne 00'. 

2® Le plan passant par OM et MM' est, pour raison aa^^i- 
logue, le plan tangent en M; Tangle en M' du triangle MF^1%^' 
est Tangle co que fait le plan tangent en M' avee le plan cc 
tral : on aura, en outre, M'P = 8 ; done 



or MP z=\ d(f : done 



MP = 8 tango) ; 



(I) 



X = ^ tango), 



ou k = X: tango), 



ainsi que nous I'avons vu plus haut. 
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Dans une surface developpable, 5 est du troisi^me ordre; 
1- est done nul, le param^tre de distribution est nul et 

w= ~; le plan tangent est done le m^me tout le long d'line 

gen^ratrice. 

3" La formule (i)*niontre que le plan tangent varie tout 
le long d'une gen^ratrice; a Tinfini il est perpendiculaire 
au plan central; il tourne done de i8o" dans tout son parcours 
etseconfond avec le plan central quand il est tangent au 
point central. 

4" Tout plan passant par une gene rat rice est tangent 
ffudque part sur cette gen^ratrice en un point donne par 
^d formule (i). 

^^^ Unrest tangent qui en un seul point sur cette genera- 
trice. 

^"^ Lorsque deux surfaces gaudies ont une gene rat rice 
commune, elles ont deux plans tangents communs, 

Soit, en efifet, 8 Tangle que fait un plan quelconque passant 

I par la generatrice commune avec un plan fixe passant par 

cette generatrice ; soient x et x' les abscisses des points ou il 

est tangent a I'une et a I'autre surface, comptees a partird'un 

point fixe sur la generatrice, on a 



x= a H- A:tang(8+ a) = 



a 



x — a! -\- A-'tang(8 h- a') = a' 



. tangO -4- tang a 
1 — tangO tang a' 

^, tange-f-tangg ^ 
I — tang 6 tauga" 



si Ton elimine 8 entre les equations, on oblient enlre x el x^ 
une relation de la forme 



les points de contact decrivent done deux divisinos homogra- 
phiques; les points doubles, au nombre de deux, sont des 
points pour lesquels les plans tangents aux deux surfaces 
coincident. 
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7° Deux surfaces gauches qui onl trois plans tangents 
communs en trois points d^une mime gineratrice ont tou- 
jours le mime plan tangent tout le long de cette genera- 
trice. 

En eflet, les points de contact d'un m^me plan dans les 
deux surfaces forment deux divisions homographiques : les 
points de contact ne peuvent coi'nciderqu'aux points doubles ; 
s'il y a plus de deux points doubles, les deux divisions sont 
coincidentes et tous leurs points sont doubles : done, etc. 

C. Q. F. D. 

III. — Paraboloide de raccordement. 

Thi£oreme. — Si, par tous les points d^une generatrice 
d^une surface gauche on mene des normales a la surface, 
toutes ces normales engendrent un paraboloide hyperbo- 
lique All paraboloide des normales. 

En effet, prenons la generatrice en question pour axe des Zy 
le point central pour origine, le plan central pour plan des 
zx et deux autres plans de coordonn^es achevant avec celui-ci 
un syst^me rectangulaire. 

Les Equations d'une normale seront 

z = X, — = — cotto, 

X 

0) d^signant Tangle que le plan tangent fait avec le plan cen- 
tral. Or on a, en appelant k le param^tre de distribution, 

X = X: tangw; 
en eliminanl \ on a 

5 = A'langa>, -5^= — coto), 



X 



ou, en faisant le produit, 



z-= — k ou zy = — kx. 

X 
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On reconnait imm^diatement un paraboloide dont les plans 
directeurs sont pr^cis^ment le plan des zx et le plan des zy^ 
c'esl-a-dire le plan central et le plan perpend iculaire passant 
par la generatrice. On voit, de plus, que le point central est 
le sommet du paraboloide en question, qui est ^quilat^re. 

Si I'on fait tourner de 90° le paraboloide en question, ses 
generatrices normales a la surface deviendront tangentcs, et 
dans cette position il sera tangent a la surface tout le long 
d'une m^me generatrice; on lui donne alors le nom de para- 
boloide de raccordement. 

Le point central est, comme Ton voit, le sommet du para- 
boloide de raccordement. 



IV. — Cones et cylindres circonscrits. 

Un c6ne circonscrit a une surface regime ayant le meme 
plan tangent que cette surface le long de la courbe de con- 
tact, si nous considerons un point M de la courbe de contact, 
kplan tangent commun en M contiendra la gen^ratrice du 
c6neet celle de la surface. 

Pour circonscrire un c6ne a une surface gauche, le sommet 
elant donne en 5, on fera passer par le sommet s et par 
chaque g^n^ratrice un plan et on cherchera le point de con- 
tact de ce plan. C'est alors que la consideration du parabo- 
loide de raccordement deviendra utile, puisque, au lieu de 
chercher le point de contact sur la surface, il suffira de le 
chercher sur le paraboloide, dont les proprietes sont en 
general beaucoup mieux connues. 

Mais considerons les traces des plans tangents menes par 
ie point s sur un plan quelconque; ces traces sont les per- 
spectives des generatrices de la surface; ce sontaussi les tan- 
gentes a la base du cylindre circonscrit consid^r^e sur le plan 
de perspective. II en r^sulte que : 

Les perspectives des generatrices enveloppent le contour 
apparent de la surface. 
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Ce que nous avoos dit d'un cone circonscrit est vrai a la 
limite pour le cvlindre circonscrit; done : 

Les projeciions des generatrices sur un plan quel- 
conque enxeloppeni le contour apparent de la surface. 

Y. — Svifaces rdglies a plan directeur. 

Supposons que, par un point de Tespace ou m^me des 
^vtralloles a toutes les generatrices d'une surface gauche, on 
forniora un cone dit cone directeur de la surface. (On 
obtient tres facilenient Tequation de ce c6ne quand la sur- 
face est donnee par les equations de ses generatrices.) Ce 
cOnie directeur est evidemment le c6ne des directions asym- 
ptotiques de la surface; une surface gauche est en general 
determinee par son c6ne directeur et deux directrices sur 
lesquelles la generatrice est assujettie a s'appuyer. 

Lorsque le cone directeur se reduit a un plan, on dit que 
la surface est a plan directeur ; dans ce cas la surface est 
gauche^ c'esl-^-dire que la plus courte distance de deux 
generatrices intiniment voisines est du premier ordre. Le 
type de ces surfaces est le paraboloide, qui possede deux 
plans direcleurs. 

Le contour apparent de la surface sur son plan directeur 
est manifestement la projection de la ligne de striction. En 
effet, le point ou se compte la plus courte distance de deux 
generatrices voisines se projette sur fintersection des projec- 
tions de ces deux generatrices. 

VI. — Symptomes auxqnels on reconnait qn'one surface est reglee. 

Si une surface est reglee, son c6ne directeur a ses genera- 
trices paralleles a celles de la surface; or ce c6ne directeur 
est le cone des directions asymptotiques ; son equation est 
done facile a ecrire. Si Ton transporte le sommet de ce c6ne 
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en un point de la surface, il la rencontrera suivant une gene- 
ralrice au moins (en la supposant engendr^e par une droile). 
EnQn, si I'on observe que le plan tangent en ce point contient 
la generatrice, il arrive que, en chaque point de la surface, 
les generatrices sont donnees par le plan tangent et le cone 
des directions asymptotiques; mais il est bon d'ajouter que 
ces deux surfaces peuvent donner aussi des droites non con- 

tenues sur la surface. 

Cette m^thode sera en general plus simple que celle qui 

consisterait a verifier si la droile 

rr = a 5 -4- a, r — b z -^- ^ 

peut rencontrer la surface de maniere a se conlondre avec 
elle. A cet effet, on ^liminerait x ei y entre ces equations cl 
celle de la surface; on verrait ensuite si Ton peut choisir 
a, a, 6, p de maniere que I'equation en z soit identiquement 
satisfaite (quel que soit z). 

La meme methode permet aussi de rcconnaitre si une sur- 
face contient des droites. 

Th^oreme I. — Une surface d^onlre m ne peut etrc 
coupee par un plan suivant plus de m droites. 

Th6oreme II. — Par un point d^une surface il ne peut 
passer trois droites appar tenant a cette surface^ a moins 
que ce point ne soit singulier ou que les droites ne soient 
contenues dans un m&nie plan. 

Gar sans quoi, en effet, le triedre ayant pour aretes ces 
droites aurait ses trois faces tangenles en un mdme point a 
la surface. II n'y aurait done pas un lieu plan de tangentes. 

Un autre moyen de s'assurer si une surface est r^gl^e con- 
siste a voir si ses coordonn^es satisfont a une Equation aux 
deriv^es parti elles que nous a lions chercher. 

Mettons les Equations des generatrices sous la forme 

(i) X = az -\-'x^ y = bz -T- ^j 
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et difT^rentions en laissant constant le param^trex qui entre 
dans Oy 6, a, ^, Appelons />, q les d^rivees premieres de z, 
puis r, ,?, t ses d^rivees secohdes, enfin w, p, w^ ui ses d^ri- 
v6cs troisi^mes, nous aurons 

•1) c/x = a dzj dy = h dz\ 

or, on a 

dz — pdx -^ q dy, 

d'ou, en eliminant dx^ dy^ dz^ 

(3) I = ap -\- bq. 

Diflerentions encore en laissant t constant, nous aurons 

= adp -\- b dq 
ou 

o = a{r dx -X- s dy) -\- b(s dx -+- 1 dy); 

or, en vcrtu de (2), dx et dy sont proportionnels k a et i; 
done cetle formule donne 

(4) a^r-h'iabs -\- b^t =0, 

DlfiC^rentions encore en laissant t constant, nous aurons 

a^ dr ^ %ab ds -h b^ dt = o 
ou bien 

a^(udx-^ vdy) -h 2ab(v dx-h w dy)-h b^{iv dx -h ut dy) = 0, 

c'esl- a-dire, en reniplagant dx et dy par a et 6, 

(5) a^u -hZa'^bv -h3ab^w -{- b^ut =0. 

En eliminant a et 6 entre (4) et (5), on aura T^quation difTe- 
rentielle cherch^e, qui est du troisi^me ordre. 

Enfin, voici un criterium qui pourra eviter des recherches 
superflues : quand une surface est algebrique, elle ne 
pent Stre gauche que si sa classe est egale d son degre. 

Pour etablir cette proposition, consid^rons une surface S 
d'ordre m qui soit gauche, coupons-la par une droite D, cette 
droite la rencontrera en m points ai, a2, -.., «m par 
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lesquels passent des g^Q^ratriccs Gi , Ga* • • . , G,„ ; les m plans 
qui passent par D et par Gi, G2, . .., G^ soQt langents 
qaelque part. Je dis que, par la droile D, on ne peut pas 
en mener d'autres et, par suite, la surface m est bien de la 
classe ni. 

En effet, si par la droile D on pouvait mener un plan: P 
tangent a la surface S ne con tenant aucune des generatrices 
G|, G2, . . ., Gm, le plan P couperait la surface suivant une 
courbe et une g^neratrice H qui renconlrerait D n^cessaire- 
ment en I'un des points a^, ^2? • • • et se confondrait avec 
une des generatrices G|, G2, . . . : le plan P se trouve done 
parmi les m plans tangents deja consider^s. Done, etc. 



VII. — Lignes de striction des surfaces du second ordre. 

La recherche directe de la ligne de striction d'une surface 
gauche ou du point central d'une generatrice peut ^tre diffi- 
cile, mais on peut tourner la difficulte en suivant la m^thode 
que nous allons appliquer a rhyperboloi'de 

Le point central d'une generatrice est un point ou le plan 
tangent est perpendiculaire au plan tangent a I'infini. Nous 
avons done, pour trouver la ligne de striction, a chercher le 
lieu des points oule plan tangent est perpendiculaire au plan 
tangent a I'infini situ6 sur la m^me generatrice. 

Soit 



/ X x — Tq _ y —yo _ z — Zo _. 

(i) -v" - " f- - —:- - ^ 

une generatrice, on devra avoir 

^i -^ 6^ ^2 '-^' 



a5o 
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quel q 


ue 


soil 


)., Oil 


(^) 






a« 6» c« 


(3) 






a:r„ ?^Vo T-^o 
ai -^ 6» c« ' 


(4) 









Le plan tangent a rinfini sur la g^neratrice en question a pour 

Equation 

a.r ^y ^(Z _ 

Exprimons que le plan tangent en ^07 J^o? ^05 qwi a pour equa- 
tion 

rxa yvo zzo 

rtj ^ b^ C2 ' 

lui est perpendiculaire, nous aurons 

En eliminant a, [3, y entre celte equation (3) et (4), on a Tune 
des Equations de la ligne de striction-, Tautre est (2). De (5) 
et (3) on tire 

et, en portantles valeurs proportionnelles a a, ^, y deduites de 
la dans (4), on a 



yUl ( 1 






ou encore 

e'est Tequation de la ligne de striction que nous nous propo- 
sions d'obtenir. 



th£oribs dks surfaces gauciies. 
Quand on suppose a = />, on a 



aji 



oil 



75 -^ ^0 -^ ") 



-5 ^o, 



ce qui donne le cercle de gorge; I'autre solution est evideni- 
ment etrangere a la question. 

La Jigne de striction du paraboloide s'obtiendra en obser- 
vant que, si Ton prend pour plan des xy un plan directeur, 
la projection de la Wgne de striction sera preciseraent le con- 
tour apparent du paraboloide sur les plans des xy, pourvu 
que Taxe des z soit perpendiculaire an plan direcleur. 

Dans le paraboloide equilaterc, qui est un cono/de droit, 
la ligne de striction est I'axe m6me du conoi'de, c'est-a-dirc^ 
une generatrice. 

On peut remarquer que, dans la sphere comme dans les 
cylindres, la ligne de striction est indeterminee. 



VIII. — £tade des lignes tracees sur les surfaces gauches. 
Reprenons les equations d'une surface gauche 

et rappelons les formules suivantes 

3y'-- y3' 



(2) 



cos (8, x) -- 



(3} 



?'=^^'': 



^^ OL x' 

(4 ) A = distance du point x^ jr, z au point central = ^ — ,- ? 



(5) cosinus de Tangle que le plan central fait avec ^0/ = — ? 



(6) 



A-= - 



'2 



x' y z' 

a p Y 
a' ?' i 
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on trouve, en appelant I Tangle de la g^n^ratrice et de la direc- 
trice, 



(7) 



L 
M 



mr 



I, 






R = ^a^' = cosi, 



/ = 



o, 



(8) 



m — — 



r = 





a:''-^loL'' /"-f-X?" 


y-f-Xy" 




^'H-Xa' /-+-XP' 


V-hXy' 




3 


T 


A- CO 


'J. 

> 





enfin rappelons que, co designant Tangle que le plan tangent 
fait avec le plan central, on a 



(9) 



A 



sino) 



? 



, COS(0 

A r-. -- -, 



A = A tang (0. 



II est souvent avantageux de prendre pour directrice la 
ligne de striction; alors il faut supposer o> = o, A = o, et 

Ton a 

L = i, M = i-f-X2cp'2, R = cosI. 

I est alors Tangle de la ligne de striction avec la gen^ratrice; 
pour la ligne de striction elle-m^me, on a 



L = I , iM = I , 



^M 

^=^' 






= o, R = cosI, / = o, 



m = sin 8, 

? 

p designant le rayon de courbure de la ligne de striction et 6 
Tangle du plan osculateur de cette ligne de striction avec le 
plan central. 
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La courbure geod^sique de laligne de striction sera donnee 
par la formule 

J cosBp, ^ R dM I dM l_^. 

on en deduira 

, , cos 6 dl 

La torsion geod^sique — est donnee par la formule 

f X'«(/R -Lr) H- XV'(/M — mL) -h ji'HrM — Rm)] ; 



^ y/LM — R« 

pour la ligne de striction on a 

cos I sin 6 



^ sinl \ • 



P 
cette formule peut encore s'ecrire 

d^ I k(t>'^ sine 



e/fjL T sinl ptangl 

Les formules (lo) et (ii) ont conduit Laguerre, comme 
nous allons le voir, a une remarque fort int^ressante. 

IX. — Snr quelques surfaces ganches applicables les nnes 

sur les autres. 

Soient 

(i) X = x -h Xa, Y=jK -i-^P> Z = z -i- Xy, 

(a) X = a7j-+-Xai, Y=j^,-hXp,, Z = z,-+-Xyi 

les equations de deux surfaces gauches; appelons Lj, Mi, 
Ni, ... ce que deviennent les quantit^s appel^es plus haut 
L, M, N, .... Quand on change or, y^ z,ol, p, y en :r i , j^o ^i > 
*o Pij Yo l^s surfaces (i) et (2) seront applicables si Ton a 

(p. 44) 

(3) L = L,, M = M„ R=R,; 



2.>4 CHAPITHE V. 



or on aura R = R< si cosi = cosli ou si I = Ij. Si Ton suppose 
que les deux directrices soientles lignes de striction des sur- : 
faces, les conditions (3) seront v^rifi^es : i® si les lignes de 
striction coupent les generatrices sous le m^me angle, 2® si . 
I'on a M = M, ou 

I -+- aXcp'sinio -f- X*^'* = i -\- 2Xcp'j sincoi -h X>cpj*, 

car Li = L = I . Gette formule pent s'ecrire 

•2X(©'sina) — o\ sincoi)-^ X2(o'* — ^?)~ o, 

et pour que ceci ait lieu, quel que soit X, il faut que w = W| 
et '^'== '>f\ . Ainsi : 

Deux surfaces gauches seront applicables Vune sur 
V autre, generatrice sur generatrice, si les lignes de stric- ; 
tion coupent les generatrices sous le meme angle, si les 
parametres de distribution sont les memes, et siaux points 
correspondants les plans tangents font des angles egaux 
avec les plans centraux, {On peut re mplacer les parametres 
de distribution par les angles (f',) 

Maintenant reprenons les formules (10) et (11) du para- 
graphe precedent 



(I) 



d] 




cosO 








d\L 




P 


J 






d^ 
d\k 


-h 


I 
T 


A-CO'2 

1 

sinl 


-h 


sin6 

• 

p tangl' 



supposons que Ton deforme une surface gauche en conser- 
vant la rectitude des generatrices, I, (f', k' restant les monies 
ainsi que [Ji. Le 0, le p et le T de la ligne de striction seront 
toujours lies par les equations precedentes, et les equations 
permettront de trouver toutes les surfaces applicables (gene- 
ratrice sur generatrice). La ligne de striction sera alors Tin- 
connue a determiner. 

Si, avec M. Laguerre, nous supposons que Ton veuille 
toutes les surfaces gauches applicables (generatrice sur gene- 
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ralrice) sur un hyperboloide de r^voliitJon, il faudra supposer 
1 = const., A" = const., (p'= const.; alors la premiere des 
equations (i) donne 



cos 6 
-— =0, 



et, comme p n'est pas infini, cosO =o ou = -> la lignc de 
striction est geod^sique ; la deuxieme Equation ( i ) donne alors 

A et B designant deux constantes. On voit que : 

Les surfaces applicables {generatrice sur generatrice) 
sur un hyperbolo'Cde de revolution, jouissent de cette pro- 
priete curieuse que leurs lignes de striction sont telles 
qv!il existe une relation lineaire entre leurs courbures et 
leurs torsions. 

M. Bertrand, comme nous le verrons un peu plus loin, a 
rencontr^ ces courbes, telles qu'entre leur courbure et leur 
torsion il existe une relation lineaire; ce sont les seules dont 
la normale principale puisse servir de normale principale a 
une autre courbe. 

Nous signalerons, parmi les surfaces gauches applicables 
les unes sur les autres, les surfaces de Poncelet qui, dans le 
mouvement d'un corps solide, sont les lieux des axes instan- 
tan^s dans le corps lui-m6me et dans Tespace absolu. 



X. — Theoreme de M. 0. Bonnet. 

M. O. Bonnet, dans le tome LVII des Comptes rendus de 
V Academie des Sciences, a demontre que, si deux surfaces 
gauches etaient applicables Vune sur V autre, les gene- 
ratrices de Vune s^appliquent necessairement sur les gene- 
ratrices de V autre. 
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Pour demonlrer cette proposition, nous meltrons les ds^ 
des deux surfaces sous la forme 

ds^ = \dk d\L. 

Nous montrerons ensuile que le rapport -r- qui determine la 

gen^ratrice recliligne ne depend que de A; il sera alors le 
meme pour les deux surfaces, et les generatrices des deux sur- 
faces s'appliqueront I'une sur I'autre en m^me temps que les 
lignes coordonnees. 

Lorsqu'une surface est gauche, il y a une ligne Iracee sur 
la surface el telle que I'on a 



ou, ce qm revjent au meme 



d^y dz - 


d:^z 


dy -o, 


d^z dx - 


-d^x 


dz o, 


d^xdy - 


-d'^y 


dx o 


1 meme 


• 




d^x 


d^y 


d^z 


dx 


dy - 


" dz' 



c'esl la gen^ratrice de la surface, I'une de ces equations pou- 
vant d'ailleurs ^tre remplac^e par T^quation de la surface. 
Ces Equations peuvent s'ecrire 



dx ,^ dx , 

ok 0]X ' 



et Ton en deduit 



(0 



V' / (^a? \ ' ^ ^S^dx dx , 



• > 



or on a 



'^/dx\^ yr^/dx\^ '\^ dx dx 

2d(^j="' 2(5ilj=°' 25x5il=^> 
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'.i,y 



d'ou Ton tire 






^ d^x dx 

2d dl^ dl ~ ""' 


^ d^x dx 
2i dl diJL dl 


= o. 


^ d^x dx 

jZd d^i^ dii ^• 


"^ d^ X dx 
^d 0\ 0)1. Oy^ 


= o. 


^ d^x dx d\ 
jLi dl^' dii OA ' 


"^ d'^ X dx 
2i 0^1^ dX 


d\ 
-'dii 



Portantces valeurs dans (i), on Irouve 

I d\ ^ I d\ ^ 

A d^i ^ \ Ol ' 



dk 



c est Tequation qui delermine le rapport -7- pour une gene- 
ratrice, et comme I'on en lire 

dk d\ d\ 
d\L d\i. ' dX 

onvoitque la direction de la generatrice est la meme dans 
loules les surfaces gauches applicables les unes sur les autres. 

C. Q. F. D. 

Remarque. — Si Ton consid^re I'equation 



A = const., 



tile represente une serie de lignes pour lesquelles le rapport 



cD. 



J- est donne par la formule 

d\ ^ dX J 

- - <iA -4- — - rf[^ = o, 

dk d\L ' 

landis que le m^me rapport pour les generatrices est donne 

par la formule 

d\ ,. dX , 

les lignes en question forment done avec les generatrices et 
les lignes coordonn^es un faisceau harmonique. 

L. — Traite d' Analyse, \1L 17 
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Le th^or^me de M. O. Bonnet donne une grande impor- 
tance aux th^oremes qui ont ^t^ ^tablis au paragraphe pre- 
cedent. 

XI. — Lignes geodesiques des surfaces gauches. 

L'^qualion g^n^rale des geodesiques est [p. 112, for- 
mule(i8)] 



ds 



d I nr '\ <^L f dk\^ ()R d\ dii dM / dix\^ 



si I'on observe que 

L = i, R=Vaa7', M = i -1- 2AXcp'2-t- X2cp'2, 

cetle equation devient 

, do 
et, comme cp =r -t^> 

. . di do^ , , ^ , do duL do , ^ ^ 

Or, en appelant w Tangle que le plan central fait avec le 
plan tangent, et en supposant que jji soit I'arc de la ligne de 

striction, X = A et A -j^ = sinco; on a alors 

. . di . do duL 

— sini-i- = 2Sina) * ' 



ou encore 



ds d\i ds 

— sin i di = 2 sin w <icp 



ou enfin 

(a) di sin. i-\- 2 d<^ siu(x) =0 : 

telle est I'equation des Hgnes geodesiques; il ne faut pas 
oublier que i est Tangle que fait la geodesique avec la gene- 
ratrice. 



I 
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II ne parait pas possible d'int^grer d^une fagon gi^n^rale 
requalion des lignes g^od^siques, mdme en employant la 
melhode de Jacobi. 

N^anmoins, il est permis de tirer quelques consequences 
importantes de requalion (a); cetle equation montre, en 
effet, que si rff = o, on a 

rfcp = o on sin w = o, 
ce qui signifie que : 

Si une geodesique coupe tes generatrices sous un 
angle i constant, les generatrices restent par alleles a une 
meme droite, ou bien son plan tangent est le m4me tout 
le long d'une generatrice ; done : 

Si dans une surface re glee une seule geodesique ren- 
contre les generatrices sous un angle constant, cette sur- 
face est developpable, et alors ^videmment toutes les geo- 
d^siques jouissent de la meme propriety, puisque, apres le 
developpement de la surface, les g^od^siques doivent se 
transformer en lignes droites; il est clair alors que la deve- 
loppable doit se reduire a un cylindre, 

XII. — Lignes asymptotiques. 

Les lignes asymptotiques outpour equation 

/ dX^ -h ir dkd\L-\- m d\L^ — o, 

c'est-a-dire en remplagant /, r, m par leurs valeurs et en 
supprimant la solution [x:= const., qui donne les genera- 
trices 

A:, A., B, C ne contiennent pas X; cette equation est done de 
la forme 

(I) ^ =G-h2HX-f-KX2; 



i 
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c'esl une de celles que Ton sait inl^grer quand on en con- 
nait une solution. Cette remarque est due a M. O. Bonnet. 
Lorsque la direclrice est une ligne asymptotique, G = o 
et A = o, alors (i) prend la forrac 

^=2HX^-KX^ 

formule que I'on sait loujours integrer. 

Les equations des tangentes aux lignes asymptotiques 
sont 

X — 3: — aX _ Y -j-pX _ Z — ^ — yX 

et on pent les 6crire comme il suit 

X - a: — gX _ Y— .K— PX _ Z — z — yX 
P4..^qXh-RX« ~ F'-i-2Q'XH-R'X« ~ p'-+-2Q'X-hR'X«' 

P, P', P", . . . d^signant des fonctions de (x seul. L'^limina- 
lion de X fera connaitre le lieu des tangentes aux lignes 
asymptotiques tout le long d'une gen^ratrice. Pour faire 
cette elimination, on egalera la suite des rapports pr^c^dents 
a 5, et Ton aura 

( X — :r — F5 — aX — 2QXs — RX*^ =0, 

(A) I Y— J- — P'5 — pX-2Q'X5 — R'X«5 =0, 
I Z — <3 — P''5-yX--2Q''X5 — R'X25=o; 

on peut obtenir une Equation qui ne contienne plus "k^ ; pour 
cela, il suffit d'observer que R, R', R" sont de la forme Ga, 
op, Gy; en multipliant alors la premiere formule par cxf la 
seconde par P' et la troisieme par y', et en ajoutant apr^s 
avoir observe que aa'-h PP' 4- YT^ ^^ ^' ^^ trouve un resultat 
de la forme 

(B) T-P'"5 — X-2Q"'X5=o, 

T d^signant une fonction lineaire de X, Y, Z dont les coef- 
ficients ne dependent que de (x et P"', Q"^ des nouvelles fonc- 
tions de (X seul. Des equations (A)et (B) on tire pour 5, ), 
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Xs et X^s des valeurs fonctions lin^aires de X, Y, Z; en ^ga- 
lanl alors la valeur de \s au produit des valeurs de "k el de 5, 
on a une Equation du second degr^ en X, Y, Z; cette Equa- 
tion ne peut repr^senler qu'un hyperboloide 4 une nappe, un 
paraboloi'de hyperboliqueou leurs variEtes. Done, en general, 
les tangentes aux asymptotiques (Vune surface gauche 
menees par tous les points d' une meine geniratrice forment 
un hyperboloide a une nappe. 

II est facile de voir que cet hyperboloide est osculateur de 
la surface gauche tout le long de la g^n^ratrice commune ; 
cela r^sulte du theor^me plus g^n^ral que voici : 

Deux surfaces tangentes tout le long d'une ligne de 
longueur finie et qui ont tout le long de cette ligne mimes 
directions asymptotiques, ou plus gineralement mime 
indicatrice, sont osculatrices le long de la ligne de con- 
tact. 

En effet, soient/>, y, r, 5, ^ les — j — ^^ — , • - • de la pre- 
miere surface,/?', q\ r', s\ t' ceux de la seconde, on a 

(A') p=p\ q = q* 

et comme les indicatrices ont pour Equations 

XV -f-aXYi -+- Y2< =1, 

XV-haXYs'H- Y2^' = i, 

pour que ces deux indicatrices soient identiques(c'est-a-dire 
semblables), il faut qu'il existe une quantite Ar, telle que 

(B') r = kr\ s = ks\ t = kt'; 

les formules (A'), (B') ont lieu tout le long d^une ligne. 
Soient dxy dy des accroissements subis par :r, j^quand on se 
deplace le long de cette ligne, les formules (A') donnent 

r dx-^ s dy = r' dx -\- s' dy'. 

Remplagant r et 5 par kr et ks^ on a evidemment k=^i\ 
p, q, r, 5, t etant Egaux a/>', q', r', 5', /', les surfaces ont 



262 CHAPITRR V. 

meiiies rayons de courbure priDcipaux tout le long de laligne 
commune. c. q. f. d. 

L'hyperboloi'de osculateur donl nous venons de signaler 
I'existence pourra ^Ire construit d^s que Ton saura mener 
des tangentes a trois asymplotiques aux points ou elles ren- 
contrent la g^n^ratrice de la surface. 

Si la surface gauche est a plan directeur, rhyperboloide 
osculateur ddg^n^re en paraboloi'de el devient paraboloide 
de raccordemenl. En effet, il est facile de voir que, quand on 
prend Y = o, I'^quation des lignes asymptotiques est seule- 
ment 

Cfk =(A 4-2BX)<^{JL, 

et C = o; cette equation est lineaire, et, par suite, toujours 

int^grable par les quadratures. 

Quant aux equations (A), elles ne contiennent plus de 

termes en X^ ; on pent en tirer imm^dialement X, s et )^5 en 

fonctions lineaires de X — ^, Y — ^j Z — z. Soient U, V, W 

ces fonctions lineaires, I'equation du lieu des tangentes aux 

asymptotiques est 

U\ ^ W : 

c'est Tequation d'un paraboloide hyperbolique. 

Le paraboloide de raccordement et le paraboloide oscula- 
teur doivenl coi'ncider, car on ne peut evidemment con- 
struire qu'un seul paraboloide tangent a la surface lout le 
long d'une gen^ratrice, ce paraboloide 6tant determine par 
trois tangentes a la surface. 



XIII. — Courbure des surfaces gauches. — Lignes de courbure 

constante. 

L'equation aux rayons de courbure principaux d'une sur- 
face quelconque est 

'P -rV=/ . ^P T.V . "'P -M); 



y/LM — R« / \/j.M — R« /V/LM — R» 
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sa courbure lotale K sera alors donnee par la formule 



9.63 



K=: 



( LM — K* )« 



PrenoDs la ligne de slriction pour direclrice, nous aurons 

pour le cas ou la ligne de slriction est direclrice A = o, et 
alors M = 1 4- V^^'- ; on a done 



K=- 



A-2o'* 



A-«cp'* 



Celle equation pent aussi s'^crire 

A-2 



K = 






4-X2 



ou, en vertu de la formule (().) du § Vlll, 



K = 



(A:*-^X2)2 



Cette formule remarquable est due a M. Bonnet; elle fait 
connaitre la maniere dont la courbure totale varie le long 
d'une g^neratrice. 

Supposons maintenant R = o, et la direclrice d'ailleurs 
quelconque. Quand m=o, deux rayons de courbure sont 
egaux et de signes contraires, car Tequation aux rayons de 
courbure se r^duit a 

. LM 



/'2p2=L2M2 OU 



p = =tz 



or on a 



m = — 



x'-hi^' y-^i?" z'-^-if 
x'-^\^ y-v-i^' z'-^iY 

a p Y 



Tequation m = o aura done, en general, deux solutions, 
puisqu'elle est du second degr6 en \. Done : 

Sur toute surface gauche il existe deux courbes, ouplus 
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exactement, sur toute generatrice d'une surface gauche, 
il existe deux points ou la surface a ses deux rayons de 
courbure egaux et de signes contraires, 

Ces courbes peuvent d'ailleurs ^Ire reelles ou imagi- 
naires; elles peuvent ^Ire confondues ou ind^lermin^es. 
L'une d'elles, au moins, sera rejetee a I'infini si 



a" 
a! 
a 



" y" 






= o; 



cette equation exprime qu'une courbe ayant pour tangentes 
des droites paralleles aux generatrices de la surface est plane 
et, par consequent, que la surface gauche a toutes ses gene- 
ratrices paralleles a un meme plan^ cette surface est done a 
plan directeur. 

Si les lignes precedentes sont indeterminees, en chaque 
point de la surface m = o, et il y a deux rayons de courbure 
principaux egaux et de signes contraires; les quanlites A, 
B, C, definies au paragraphe precedent par Tequation 

m = (A-f-2BXH-GX»), 

sont nulles, les lignes asymptotiques dX = t d[t. sont 

representees par dk=:o ou X = const., la surface est a plan 
directeur ; on peut alors supposer y = o ; les conditions A =^ o, 
B = o, C = o peuvent alors s'ecrire 



(a) 



x" f 


x!- 


X' y 


z' 


a p 






= 0, (a'p — p"a)^'— ^'(a'P — p'a) = o, o = o, 



La seconde de ces formules donne 



ou, en integrant. 



a'p-p'a "" z' 



a'P-P'a = Ay, 
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/i designanl une coDStante. On peutposera=cosO, {5 = sin0; 
on a alors 

it) _e'=A5', e = — A5 — /«'. 

LA premiere des formules (a) peut s'ecrire 

U) cosbifz'— z'f) - sinb(a:^z'— z''x')r= o. 

A^djoignons a cetle Equation la suivante 

(^) ax'-{-^y-\-^z' = oil a7'cos6 -h j^'sin6 =o; 
et nous avons 

(yz'—z''y)y-^(x''z'— z'x')x' = o 

ou 

{f y -\- of x' )z' — (x"^ A- y'^)z' = o, 
ou 

— 5'24;'— (I — y«)^'' = o 

ou enfin ;;'':= o ; on en conclut 

^'= a, -3 = a{jL -h 6, 

^ el 6 d^slgnant deux constantes; ainsi, en transformant 
convenablement les coordonnees, la formiile (6) et celle-ci 

donnent 

e 

^"^ a ensuile, au lieu de (rf), 

a7'cosaAfjLH-/'sina/i(JL = o, 



d'ou Ton tire 



et, par suite, 



y^{\ + tang'aAjJL) = i — a», 
^' = /i — a' cosaA [Ji 

/ sin aAu. 

y=^\ — a* T-^ -+- const., 

/ r cosaAfx 

a? = v^ I — a* ^1 _j_ const. 
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II resulte de la que : 

La surface gauche dont les deux rayons de courbwe 
sont egaux et de signes contraires : i " est a plan directeur ; 
2** les generatrices s^ appuient sur une courbe helicoidale 
tracee sur un cylindre a base circulaire en restant nor- 
ma les a cette helice. 

La surface gauche qui a ses deux rajons de courbure egaux 
et de signes contraires est Vhelicoide gauche a plan direc- 
teur; il est facile de ''^oir que les generatrices rencontrent 
Taxe du cylindre sur lequel est tracee Thelice, et par suite la 
surface en question est un conoi'de. C'est la surface de la vis 
a filet car re. 



XIV. — Des surfaces gauches dont les generatrices sont 
les normales principales d'une courbe gauche. 

Les normales principales d'une courbe ne sont pas les 
generatrices d'une surface gauche quelconque; en d'autres 
termes, sur une surface gauche quelconque il n'existe pas de 
courbe qui ait pour normales principales ses generatrices. 
En effet, si sur une surface gauche il existe une courbe 
ayant pour normales principales les generatrices, son plan 
osculateur sera tangent a la surface; cette courbe sera done 
une hgne asymptotique. Ainsi, pour qu^il existe une courbe 
ayant pour normales principales les generatrices, il faut que 
cette courbe satisfasse a la fois a deux equations difFeren- 
tielles, a savoir : i** a I'equation des asymptotiques; 2** a 
Tequation des trajectoires orthogonales des generatrices, ce 
qui n'est pas possible en general. 

D'ailleurs, soient a, 6, c, a\ b' , c' , d\ V\ d' les neuf 
cosinus qui determinent la tangenle, la normale principale, 
la binormale d'une courbe gauche en x^y, z', soient p etT son 
rayon de courbure et son rayon de torsion si on la prend 
pour directrice de la surface gauche qui a pour generatrices 
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sesnormales principales, les equations de cette surface gauche 

seronl 

X - T-^ la. 

Y: J-A//, 
Zr: 3" lr'\ 



dans cetle hypo these, on trouve 



L = i, 



M = (,-i)- 



>2 






r^ 



K r^ O, 



■-'■ —'\[h-mi-^r-i}[r--m 



(0 



/•= ;p ^ ^'^P'S 



(2) 



0'2^ 



^2 



I 

7p> 



quant au X du point central, il est donne par la formule 



(3) 






On voit done que : 



Si une surface est telle que ses generatrices soient les 
normales principales d^une courbe gauche, il faut que 
son parametre de distribution k soit egal a la torsion de 
cette courbe multiplie par ^''. 

En eliminant p et T entre(i), (2) et(3), on a la relation 



ou 



A = 



/i — A:2cp'' 



C9 
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XV. — Des surfaces gauches dont les generatrices sent les 

binormales d'une courbe. 

En faisant toujours usage des m^mes notations, Tequation 
d'une surface gauche, lieu des binormales d'une courbe a 

double courbure, sera 



X 


— X ^ 


\a\ 










Y 


-r-+- 


\b\ 










Z 


= z -^ 


\c\ 










M 


1 -f- 


X* 

X2' 




R 


= o, 






X2 


A 




/ 


r = 


I 
T' 



On a ici 

L = i, 

I = o, m = 

on voit que, dans le cas actuel, le param^tre de distribution 
est egal a la torsion de la directrice. 

Le point central est donn^ par les formules 



a'x' 



on a done 



^^ 2d\T) 't 



cp = -, A =0. 



Aii>6i la directrice est precis^ment la ligne de striction, qui, 
dans ce cas, est g^od^sique. 

XVI. — Theoreme de M. Bertrand. 

Nous allons voir que, si, sur une surface gauche, il existe 
deux courbes qui ont les generatrices pour normales prin- 
cipales, ces courbes sont d'une nature toute particuli^re et 
aucune d'elles ne pent ^tre choisie arbitrairement. M. Ber- 
trand a prouve, en effet, que, si les normales princip ales 
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d'une courbe sont les normales principales d'une autre 
, courbe, il exists entre la courbure et la torsion de cette 

courbe une relation lineaire. 

En effet, soient x^ y, z les coordonn^es d'un point d'une 

courbe; a, 6, c, a', b', dy a", b"y c" les neuf cosinus qui 
d^terminent sa tangente, sa normale principale et sa binor- 
male ; p son rayon de courbure, T son rayon de torsion ; si les 
normales principales de cette courbe sont aussi normales 
principales d'une autre courbe, soient x^^ j^i, z^ les coor- 
donnees du point de cette autre courbe situ6 sur la normale 
principale de la premiere en x^ y^ z] solt / la distance des 
points Xf y, z et :ri,j^i, 5| ; soient ai, 6|, C|, a\, b\^ c'p 
a\, b"^. c^ les neuf cosinus qui d^terminent la tangente, la 
normale principale et la binormale de la seconde courbe, 

la longueur / est constante, car c//, en appelant ds et dsy les 
arcs des deux courbes, est egal a 

ds cos (ds, l)-h dsiCOs(dsif l) = o. 

En second lieu, si I'on appelle i Tangle des tangenles corres- 
pondantes aux*deux courbes, ou, si I'on veut, Tangle des ele- 
ments ds, dSi, on aura 

aui ■+- bbi -+- cci = co^t, 

d'ou 

aj da ■+- a da^ -h . . . = — sin i di, 

ou, par les formules de Serrel, 

, ds ,,, ds , ds 

a at — -\- b b\ — -\- c Ct — 

P P P 

dsi ,, , dsi , dsi . ... 

-h «! a h b\ b h c. c — = — sin I ai, 

Pi Pi ?i 

ou, en observant que a\ = a', b\ = 6', c\ = d 

s\VLidi-= o; 

done sine = o ou rf/ = o; en tout cas i est constant. 
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Main tenant on a 

(I) \ a{x-x,)-^b''{y-yy)-\-c{z-z,) = o. 

a\x — x{)-\- b' {y — yx) -i- c {z — z{)= /; 



I 



et, en differentiant les deux premieres en ayant egard aux 
formules de Serret, 

- [a'{x — ^1)-^. . .] 

-f- a' -f- 6* -r- c2 — ( aa\ -h 661 H- cci) —r- = o, 



(^) 



Y [a''{x — Xx)-\-...] 

-\- aa" -^ bb"-^ cc" - (a'a^-^ b'b, -h c" c^) ^ =0 



ds 



ce qui pent s'ecrire 



/ . ds\ 

- -h F — cos I —r = o, 

P "* 

-^— sini -r- = o, 



ds 



d'ou Ton tire 



(4) p "^ / ~ ^colangtr^o. 

II existe done,- comine nous I'avions annonce, une relation 
lin^aire entre la courbure et la torsion de la courbe dont les 
normales principales sont les normales principales d'une 
autre courbe. 

Reciproquement, s'il existe entre la courbure et la torsion 

d'une courbe une relation lin^aire, la normale principale de 
cette courbe appartiendra a une autre courbe. 

En effet, toute relation lin6aire entre la courbure et la 
torsion pent se mettre sous la forme (4) en la resolvant par 

rapport ^ - et en appelant coii le coefficient de 7=^ et j le 
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lerme tout connu. Ceci pos^, falsons 

-<# — -^1 — vC . 

^ ces equations delerminentla courbe ^Ti,^,, 3|. Si I'on diffe- 
rentie, on a 



dsi ./a a'\ 



ou, en vertu de(4)» 



ou encore 



I . at dsi a" 



7= (a COS I H- a sint) = -7-51111 — r-> 
1 I as 



• • • • 



Elevant ces Equations au carre et ajoutant, on a 

I _ sin'fc / dsi\^ 
T^ ■" ~ /2~ \~ds 

Les equations pr^c6dentes peuvent alors s'^crire 

a cost -h a*sini — zb aj, ...; 

en differentiant, il vient 

a' . a! . . , «', dsx 
— cos i -i- Ti; sm I = in -^ ->- : 
p T pi a* 

on en conclut 

aa'i -j- hh\ -h cc', = o, 

done la normale principale, au lieu des points ^|,y^, Z|, se 
confond avec la normale principale au lieu des points x^y^ z. 

c. Q. F. D. 

On voit que 

I /dsi\^ 



/i . I . .\2 I /dsA 
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Pour que la normale principale d'une courbe soil norniale 
principale d'une infinite d'aulres courbes, 11 faut que la rela- 
tion (4) ait lieu, quel que soit /; alorst = o, toutes les courbes 

sont paralleles et 7p =0. 

XVII. — Surfaces ganches, lienx des axes de glissement. 

Considerons une courbe gauche. Soient a, 6, c, ... les 
coslnus directeurs de la langenle, de la normale principale 
et de la binormale, R le tayon de courbure; T le rayon de 
torsion au point :r,j^, z; ds Tare de courbe quand le triedre 
trirectangle li6 a la courbe se deplace; I'axe instantane de 
rotation est, comme on sait, la droite rectifiante, et les com- 
posantes de la rotation instantanee sont 

, ds , J ds 

p ds = — -^ y q ds = Of r ds =■ ^ • 
J K 

Cherchons I'axe de glissement; il faudra ecrire que le 
point dont les coordonnees sont $, vj, !J par rapport aux axes 
mobiles ^prouve un deplacement parallele a la droite recti- 
fiante. On devra done avoir 

dx -k-^da-^Ti da' -h X.da" dy -\- ^db -^ r^ db' -\- X^db" 



ou bien 



ap -\- a' q 


-^a! 


'/• 








bp ^ b' q 


-h6'> 












dz 


-h $ fl?C -h Tj 


fl?c'-+-?^c" 


n 












cp -k-c' q 


-\- c" r 


11 

a-\- a' 


R 


'( 


a 
R 


+ 




+«'! 


• 






a" 




a 






• • » 






R 


~" 


f 









ces equations peuvent s'ecrire, en multipliant haut et has la 
premiere fraction par a, la seconde par 6, la troisieme par c 
et en ajoutant, etc., 



^ R R ' T T 



1 o I ' 

T R 
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ou 

ainsi Paxe de glissement est parall^le a la droite rectifiante, 
etaune distance du plan rectiGant egale a ^ — =^; son equa- 
tion sera done, par rapport aux coordonn^es ordinaires, 

T2R_ , T^R ., 

(2) 



T R T R 



• • • • 



Les equations (i) montrent que le lieu des axes de glisse- 
ment dans le solide lie aux axes mobiles est un conoi'de 
droit ay ant pour plan directeur le plan rectijiant et la 
normale principale pour axe ; on pent m^me dire que e'est 
un conoide droit quelconque: R et T peuvent etre choisis 
arbitrairement. Les Equations (2) en multipliant le premier 
membre haut et bas par a, le second par 6, le troisieme 
par c et en ajoutant, etc., donneront 

la premiere de ces equations peut s'ecrire 
da' ,., (fly ... , rfc' ,„ 

la droite (2) est parallele a la plus courle distance de deux 
normales principales infiniment voisines. 

II r^sulte de la qu'a toule courbe gauche correspond un 
conoYde. Mais, reciproquement, a un conoi'de correspondent 
une infinite de courbes gauches ayant les generatrices de ce 
conoide pour axes de glissement. En effet, donnons-nous un 
conoi'de 

(3) K=^n^h -^1 = ^, 

L. — Traite d* Analyse, VII. 18 
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m et n designant des fonctions donnees de 5; en posant 





T 




on en d6duira 







(4) 



« = «(-^)' '' = ''-'"('-;i) 



Ce sont les Equations intrins^ques de la courbe ; done, a des 
formes donnees de m et /i ne correspondra qu'une courbe 
unique; mais, si I'on pose s = ?(*')> '^^ Equations 

dans lesquelles se trans formeront (3) n'en representeronl 
pas moins le conoide, tandis que la courbe (3) sera modifiee. 



XVIII. — Des normalies. 

Les normalies, comme nous I'avons deja dit, sont des sur- 
faces gauches qui ont pour generatrices les normales d'une 
surface donn6e menees tout le long d'une courbe tracee sur 
cetle surface. Toute surface gauche pent ^tre consideree, et 
cela d'une infinite de mani^res, comme une normalie; mais il 
est interessant de consid6rer les surfaces gauches sous ce 
nouvel aspect. 

Considerons done une courbe quelconque tracee par le 
point M sur une surface S. Soient toujours a, 6, c, a\ 6', c', 
a" , b" ^ c" les cosinus directeurs de la tangente, de la normale 
principale et de la binormale; p le rayon de courbure; T le 
rayon de torsion ; ds T^l^ment d'arc; a, ,8, y les cosinus direc- 
teurs de la normale a la surface ou de la g6neratrice de la 
normalie; Xjy^ z les coordonn^es du point M. 

Les Equations de la normalie seront 

Soient rfcp Tangle de deux generatrices de la normalie infi- 
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niment voisines, et 8 I'angle que fait le plan osculateur de la 
courbe avec le plan tangent a la surface. On a 

aa -+- ^3 4- cy = o, 

a'a -f. 6'?-hc'Y = sinO, 

a'a -+- b"^ -h c'y = cosO; 
on en conclut 



(0 



a = a' sin 6 -+- a" cos 6, 
? = 6' sine -X- 6' cos 0, 
Y — c' sin 6 -he* cosO. 

Solent la plus courte distance de deux g^nt^ratrices voi- 
sines, w, V, iv les cosinus directeurs de cette droite 8, 
on aura 



do 



_ y d% — a r^Y 
do 



a ^3 — 3 ^a 

iv = '■ • 

do 



si alors on appelle to Tangle que la droite 8 fait avec la tan- 
gente a la courbe proposee, on aura 



cos to — au -7- bv -i- cw = 



a b c 

a .3 Y 
dx t/.3 ^Y 



I 
d^ 



On conclut de la, en appelant - la torsion g^od^sique de la 
courbe proposee, 

(2) 

mais on en conclut aussi 



I ds 
cos to = J- ; 



cos' to = 



I o \^ a doL 

O I () 

\ ac?a o ^ c?cp' 



rf<p5 



ou 



cos* to = 



t/(p« — ( Vac^aj 



do^ 
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on 






sin^cD = , ^ 



mais 



done 






oil 



(3) sin to = — -=-> 

— designant la courbure normale; les formules (2) el (3) 

monlrent que la torsion geodesique et la courbure normale 

ds 
do 



ont pour r^snltante la quanlite -7- > qui est aussi une sorte de 

courbure. 

L*angle (u est aussi Tangle que le plan tangent a la surface 
gauche en M fait avec le plan central, en sorte que A, desi- 
gnant la distance du point x^ )', z au point central, on a 

(4) A=::A:tangto; 

on a d'ailleurs 

V^ a'a' ^^^ \ I d '^ V^ a'\ 

■^ = 2. TT = ^1- = ^.i Ui Z'^" -2i v) 

ou 

sinO 






ou 

I / dsY ^* • 

?N \ «'f / «? 
On a aussi, en vertu de (4)? 

ds 

A- = -r- cos to; 
do 



amsi 



(5) 
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/ , ds . 

A = —.- sin to. 
do 



i'=s 



ds 

cos to; 



^elyont done aussi pour resullantc la courbure -,- • 



EXERGIGES ET NOTES. 

i. Toule surface gauche ayant une serie de Hgnes de courbure 
clans des plans paralleles est un hyperboloide de revolution. 

(Paul Serret, Theorie geomdtrique et mecanique 

des lignes d double courbure.) 

2. L'helicoide gauche a plan directeur est la seule surface gauche 
dans laquelle les lignes de courbure coupent les generatrices sous 
un angle constant. {Id.) 

3. Si, sur une surface gauche, on prend pour lignes coordonnees 
ies generatrices el leurs trajectoires orthogonales, on aura 

\d^x) ~ r^ "^ /•"^' 
do designant Tangle de deux generatrices voisines, ^/{jl Tare de tra- 
jectoire, - sa courbure geodesique, — sa torsion geodesique. 

(0. Bonnet, Journal de I'Ecole Polytechnique, 35" Cahier.) 

, X /. 1 cosO di , , . / rrx f>. 

A. La formule = ~r- y demontree (p. 254), prouve que : 1° Si 

p a[x '^ ^ 

une ligne geodesique est ligne de slriclion, elie coupe les genera- 
trices sous un angle constant; 2° si une ligne geodesique coupe les 
generatrices sous un angle constant, elle est ligne de striction; 3° si 
une ligne de striction coupe les generatrices sous un angle constant, 
elle est geodesique. (0. Bonnet, id.) 

5. Si une surface gauche a pour directrices trois courbes des 
degres nii, rrii, m^, elle est du degre imimimz. 

6. Si deux surfaces gauches A, B sont telles que tout le long 
d'une generatrice commune elles se coupent a angle droit, le plan 
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central de A louche B au meme point que le plan central de . 
touche A. (Mannheim.) 

7. Si une surface algebrique conlient m generatrices d'un mem^ 
systeme d'une surface du second ordre, elle contient aussi m gene 
ratrices de I'autre systeme. 

(MouTARD, voir PoNCELET, Proprietes projectives^ ...)• 

8. On appelle surface reciproque (.V une surface gauche la surface 
gauche qui a pour generatrices les plus courtes distances de deux 
generatrices voisines. — Prouver que, si B est la surface reciproque 
de A, A sera la reciproque de B. — Deux surfaces reciproques n'ont 
pas necessairement la meme ligne de striction. 

9. Tout plan mene par une generalrice d'une surface gauche est 
tangent en un point T et normal en un point N; il existe sur la 
generatrice un point O, tel que ON.OT = const. 

(Ghasles.) 

10. Toute surface gauche du troisieme degre contient, outre ses 
generatrices, deux directrices reclilignes dont Tune est double. 
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LA GfiOMfiTRIE DES LIGNES DROITES. 



I. — Les complexes. 

Une ligne droite est definie par quatre parametres, puisque 
ses Equations sous leur forme la plus simple sont 

X = az -4- a, 

mais on peut remplacer les parametres a, a, 6, ^ par six 
aulres parametres, pourvu que Ton ne considere que leurs 
rapports, et qu'ils soient lies entre eux par une relation. 
Voiei comment nous choisirons ces six nouveaux parametres 
que nous appellerons les coordonnees de la droite en ques- 
tion. 

Soient x^y^ z et x^ , y' ^ z' les coordonnees de deux points 
de la droite ; nos six coordonnees homogenes seront 

X — x\ y — y\ z — z' et yz' — zy\ zx' — xz' , xy' — yx'\ 
elles sont liees entre elles par la relation identique 

{^x — x'){yz' — zy' )-^{y — y'){zx' — xz')-^{z^ z'){xy — yx') = o, 

Independamment de ces six coordonnees cartesiennes, on 
peut aussi considerer six coordonnees langentielles. Soient 
^, Y\, !^ et i', V5 'Q les coordonnees tangentielles de deux 
plans passant par la droite; 

?-r, ^-v, c-c, <-cv, cr-$c', ?v-T.r 

seront les coordonnees tangentielles de la droite; elles se 
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r^duisent a quatre par la mSme m^lhode que pour les coor- 
donnees cart^siennes. 
Ceci pos^, soil 

(i) F{x — ^'y JK — y'j z — z\yz' — zy\ zx' — xz' , xy' — yx') = o 

une Equation homog^ne du degre m entre les coordonnees 
d'unedroite; les Equations de cette droite renfermeront trois 
param^tres variables et d^finiront une infinite de droites for- 
mant alors ce que Ton appelle un complexe; (i) est I'^qua- 
tion cart^sienne du complexe. Un complexe est d'ordre m 
quand son Equation est d'ordre m. 

En etablissant entre les coordonnees tangentielles d'une 
droite une relation homog^ne, on d6finit egalement un com- 
plexe. Nous allons montrer tout d'abord comment on pent 
passer de Tequation cart^sienne a I'equation tangentielle 
d'un complexe. 

On a 6videmment 



car les plans qui passent par la droite joignant x, y^ z a 
x\ y ^ z' contiennent ces points; on en tire 



done 






X — ^ __ y — y _ ^ — -2 



?-?' 1-V K-K' 



de m^mc 

(3) 

j'z — zy zx — xz xy — yx 

Mais si entre les formules (A) on elimine x et x' , on trouve 

y{-hX-\r;) + z(,x:(-%xi)='i:-\. 
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on en tire, par exemple, par I'eliminalion de ^^' — ^Z', 



oil 



^i^ — ?^* ? - ? 



z — z yz —zy 

Lesformules(2)et(3)peuventdoQCse ramenerauxsuivanles : 

or — x V — y z — z' rz' — zr' zx' — xz xy' — yx' 

1/ / 1 .• • I : ;— - — • ^ • 

»•*/ ^y r^' Y*" f'Y' ^^' ^f" >•/ >• ^' ^ y y * 

T,- — ^^i ^? — ?^ ?^j — T^i; ? — ; ^i —^t ^ — ^ 

Tequation (i), converlie en coordonnees tangentielles, sera 
done 

1 1 ois) r {^r^^ — ^r^ , s.; — ^'s ' ^'i 'j? j ? ?> 'J 'n ^ *» ' — "j 

et son degre restera ce qii'il elait. 

Si dans I'^quation (i) on suppose x'^ y\ z constants, 
elle representera un cone de degr^ m ayant son sommet en 
x'^ y^ 5', car (i) est homog^ne en x — x'y y — y' ^ z — z' 

(pnisque yz' — zy'^=y — ■ y z' — z — ^'y)- De meme, si 
dans (i bis) on suppose ^', r/, Z,' constants, cette Equation 
representera une enveloppe de droites situ^es dans un meme 
plan, ou, si Ton prefere, une courbe plane de /n*'™*^ classe. 
Ainsi les droites d'un complexe peuvent etre groupees de 
deux manieres : i° de maniere a donner des cones du degre m 
tels que chacun des points de Tespace soit le sommet de I'un 
de ces cones, 2° de maniere a donner des droites envelop- 
pant des courbes planes de m'*-'™® classe, telles que chaque 
plan de I'espace contienne une de ces courbes. 



II. — Des congruences ou des faisceaux. 

Les droites communes a deux complexes forment ce que 
Ton appelle un faisceau ou une congruence; un faisceau 
sera done repr^sente par deux equations repr^sentant chacune 
un complexe. 

Le degre ou la classe d'un faisceau est le produit des degres 
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des equations dcs complexes dont il fait partle. Voici la raison 
de cclte definition : soient 

Q,„ =0, 12/1 = o 

les equations de deux, complexes de degres m et n. Au 
point x\y\ z' passent deux c6nes de degres m et n, qui se 
coupent suivant/? = mn droites appartenant au faisceau; ce ; 
sont d'ailleursles seules droites du faisceau passant en x' y' :^. 
Ainsi les droites d'un faisceau peuvent etre distribuees : 

1° En groupes d'un nombre /? fini de droites passant par 
chaque point de Tespace; 

9.° En groupes de p droites situ^es dans chaque plan de 
Tespace. 

Avant d'^tudier les complexes et les faisceaux en general, 
il convienl d'etudier les complexes du premier degre et les 
faisceaux auxquels ils donnent lieu par leurs intersections, 
faisceaux qui sont du premier degre ou de la premiere classe. 



III. — Complexes du premier degre. 
Les equations d'un conlplexe du premier degre sont 

^ \ -\-iy{yz'—zy)^[L{zx'—xz')-\-¥{xy—yx') = o 
ou 

le cone des droites qui passent par chaque point de Tespace 
est un plan, et la courbe a laquelle sont tangentes les droites 
passant dans un m^me plan se reduit a un point. Dans un 
complexe du premier degre, chaque point de Tespace corres- 
pond done a un certain plan et vice versa; nous dirons que 
le point et le plan qui se correspondent sont conjugues. 

Si nous consid^rons deux points a et 6 et leurs plans corres- 
pondants, ces plans se couperont suivant une droite AB; or 



LA g£;om£trie DES LIGNES DROITES. 9.83 

aA et aB sont des droiles dii complexe, ainsi que frAetfrB : 
done le plan aS.b correspond au point A, et le plan aUb au 
point B; ces plans se coupent suivant la droite ab. 

On voit ainsi qii'a une droite ab en correspond line autre 
AB; ces deux droiles sont dites conjuguees. 

Toute droite qui rencontre deux droites conjuguees appar- 
tienlau complexe; en effet, par cette droite et Tune des droites 
conjugates A on pent faire passer un plan, qui sera le plan 
conjugu6 du point ou la droite rencontrera la conjuguee de A; 
or toules les droites de ce plan appartiennent au complexe. 
Deux droiles conjuguees n'appartiennent jamais au com- 
plexe, a moins d'etre confondues. D'ailleurs toute conjuguee 
d'une droite du complexe se confond avec elle ; en effet, pour 
trouver la conjuguee d'une droite, il faut construire Tinter- 
section de deux plans conjugues de deux points de la droite; 
or ici ces deux plans contiennent la droite. Done, etc. 

IV. — Diametres et axe d'nn complexe du premier degre. 



On appelle cliameLre d\in complexe du premier degre le 
lieu des points conjugues d'une serie de plans paralleles. 
SI dans Tequation 



X{x-x')-^\^{y-y)^...-^\){yz'-zy) 



o 



du complexe on suppose a x', y', z' des valeurs determinees, 
cette equation sera celle du plan conjugue; ses coefficients 

directeurs sont 

A— E^'-t-Fy, 

B — F^'-+- D;;', 
C — Dy-+-Ea:', 

et si Ton 6gale leurs rapports a des conslantes, on voilque le 
point x\y\ ^'decrira une droite; ainsi les diametres sont des 
droiles, les conjuguees des diametres sont a I'infini et a I'inter- 
section des plans conjugues de leurs divers points; on voit 
aussi que tons les diametres sont paralleles. 
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Les Equations d^un diamelre sont 

a b c 

el Ton deduit de la, en supprimant les termes constants, 

X y _ ^ 

D "" E" "" F * 

D, E, F sont les coefficients direcleurs de tous les diametres. 
Pour fju'un plan soit perpendiculaire a son diametre conjugiie, 
il faut que 

A— Ez -f-Fr^ _ B -F.r -4-Dy _ G — Dj-^E^^ 
^^^ D ~ E ~ F ^ 

ce sont les equations de Taxe. 

Prenons Taxe du complexe pour axe des z^ les equations 
precedentes serontsalisfaites poura/=o,jK'= o; doncE = o, 
D = o, A = o, B = o, et Ton pent mettre Teqiiation du com- 
plexe sous la forme 

k{z — s' ) = ( xr^ — yx' ), 

qui ne change pas quand on fail tourner les axes autour de 

Taxe des z ou quand on les fait glisser le long de cet axe. 

k est le paranietre du complexe el le plan des xy est iine 

section principale. 

Calculous le parametre k] a cet effet, transformons les 

coordonnc^es en plagant Torigine surl'axe et en prenant I'axe 

du complexe pour axe des 5; D, E, F sont les coefficients 

direcleurs de I'axe. Clierchons Tinlersection de I'axe avecson 

plan conjugue 

Da^'-hEy-hF3' = o; 

les equations (i), combinees avec celle-ci, donnent 

Ay+By-hG^'=o, 

d'ou Ton lire les coordonnees d'uii point de Taxe 

(2) "^ - ^ = ^ =8; 

^ ' BF — CIS CD— AF AE — BD 
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les equations (i) donnent 

AD-^BE-f CF _ A — Ez-^Fy' _ 
D2-r-E2H-b* ~ D 

En tenant compte de (2), on a 

(AD 4- BE -f- GF)D — A(D2-f- E^ -f- F») 

D2 -^ E2 -H F* 

= f F(CD — AF)— E(AE~BD)]e 
ou 



D2-HE«-r- F*' 

done (2) donne 

,_ BF — GE ,_ CD — AF 

^ ~" D2 -r- E2 -i- F* ' -^ ~ D2 -r- E* -f- F2 ' " ' 

nous appellerons ces valeurs Xq, jKd, ^o* 

Le transport de Torigine en ^o» JKo ^0 donnera a Tequation 
dn complexe la forme 

\(x — x')-hB{y—y)-i-G(z — z') \ 

-4- D(yz'— zy)-T- E{zx'— xz') -^ Fixy'—yx') ( = o 
^D[-y,{z-z')-^z,{y—y')]-^... \ 

ou 

{x — :f')(A — Ezo -r- Fyo) -+-... -\-D{yz'— zy'l~¥-.. . = o 
ou 

AD -f- BE -h FG rr\/ /v I-/ t\ r</ 'vi 

Prenons maintenant pour axe des z I'axe du complexe. II 
faudra effectuer la transformation 

X = axi -+■ byx -f- csj, ^'= ax\ -h. . . , 

y = a'xy-r-b'y^-^ c'zi, y' = o! x\ H-..., 
z = a" X\-^ b" y\-\- c" Zi, z = a" x\ -f-. . ., 

ou c, c', c" sont egaux a 

D E F 

y/D2 4- E-i -f- F2 ' v^D2h-E2-t- F^' /D2h-E2-hF2 
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rz'-zy= (x,y\-y,x\){a'b''-b'a!') 
-^(yiz\-z,y\){b'c''--c'b") 
-^(^Zix\ — Xiz\)ic' a' — 0/ c"); 

le coefficient de y\z\ — y\z\ dans la formule transform 
sera alors 



oil 



D[b' c" — c' b")^ Eib' c — c' b) -^¥{bc' -^ cb') 



D E F 

b b' b" 



c c c 



oil encore 



Da-r-Ea'-^Fa"=o 



celui de xy — yx' sera 

Dc-j-Ec'-hFc" ou 

ou enfin 



s/D^-i-E^-r-F^ 



/D2-r-E2-T-F2. 

Le nouveaii coefficient de ^ — z' sera 

( D c -h E c' -h F c" ) ou encore /D^-f- eT-h"F2 ; 

done enfin la transformation de coordonnees conduit a 
formule 

(AD-hBE-hCF)(^ — y)dz(D2-hE2-hF«)(iry— x^') = o. 

La valeur du parametre k est done 



k = 



AD -4- BE -4- CF 
D2 4- E2 -T- F2 



V. — Classification des complexes du premier degre. 

L'lnterpr^tatlon du coefficient k, que nous avons appe 
parametre, se fait ainsi : on a 



(I) 



xy — yx'= k{z — z'); 
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soil 



X — x' y — y 



.' 



les equations d'une droile du complexe; sa distance o a Taxe 
est donnee par la formule suivante, ou / est la distance de 
deux points x^y^ z, ^, jk', ^'> 

d'ou I'on tire, en vertu de (i), 

= A- — - — = A: cosy, 

Y designant Tangle que fait la droite avec Taxe. On voit que, 
si o reste constant, y reste constant, et, par suite, les droites 
du complexe sont les tangentes a une infinite d'helices a^^ant 
pour axes Taxedu complexe. Ces helices seronl sinis tr or sum 
ou dextrorsum suivant que k^o. Si k etait nul, 5 serait 
toujours nul, et les droites du complexe rencontreraient 
toutes Vaxe. 

AiQsi les conditions pour que A* = o, ou pour que toutes 
les droites d'un complexe rencontrent leur axe, sera 

k = o ou AD-f-BE-hCF = o, 

d'apr^s la valeur trouvee pour k au num^ro precedent. 

VI. — Congruences du premier degre. 

L'equation des complexes du premier degr^ contient cinq 
parametres que Ton pent determiner en se donnant les coor- 
donnees de cinq droites du complexe. Le probleme ne peut 
devenir ind^ termini que si les cinq droites donnees font 
partied'une congruence. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, 
le probleme serabien determine. 

Ceci pos^, en appelant Q=o, Q!=o les Equations de 
deux complexes, Q-h)vQ'=o sera l'equation g^nerale des 
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complexes contenant la congruence Q =o, Q'=:o; en effet, , 
ce complexe sera delermind par quatre droites de la con- 
.f;ruence el une cinquieme droite que Ton se donnera en 
dehors. 

Ceci pos^, on pout loujours choisir A de telle sorle que 
U -h aQ'= o ait un param^tre nul; si Ton a 

11 = A ( X — x' ) -+- . . ,-h D iyz'— 37') -4- ... , 

on aura 

(.V -r- )v A')(D -t- X D')-4-(B -^ X B )(H: -^ X E') h- (G h- X G')(F -+- X F') = o, 

equation d*oii Ton tirera deux valcurs pour \ a moins qu^ 
Tun des complexes Q, il' ne se reduise deja a un complexe 
avcc un parametre nul. 

II resulte de la que, une congruence du premier degre 
riant donnee, on peul toujours la considerer comme apparte- 
nant a deux complexes de parametres nuls. Les droites com- 
munes a de tels complexes sont assujetties a rencontrer deux 
droites fixes, a savoir les axes de ces complexes. Ainsi : 

Touie congruence du premier degre se compose des 
droites rencontrant deux droites fixes. 



VII. — Complexes du second degre. 

Un complexe du second degre pent elre represente par 
une equation homogene et du second degre en 

X = 37 — x\ \ z=: y — y\ T = Z — z' , 

I — yz' — zy\ in = zx' — xz\ n = xy' — yx\ 

(jue nous pourrons mettre sous la forme 

(1) F(/, m, n)-+-2L/^-aM/?^-^2N/^-he(X, Y, Z) = o. 

F est une fonction homogene et du second degr6 de /, /??, n, 
6 est une fonction homogene du second degre de X, Y, Z, 
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enfin L, M, N sont des fonclions lineaires de X, Y, Z homo- 
g^nes. 

Si Ton suppose oc\y <, z' constants dans I'equalion (i), elle 
repr^sentera iin c6ne du second degre ayant son sommet en 
a/, y ^ z'y forme de toutes les droites du complexe passant 
en x\ y^ z'', exprimons que le c6ne se r^duit a un syst^me 
de deux plans ; le lieu des points x'^ y ^ z' pour lesquels cette 
circonstance se presente est ce que Ton appelle une surface 
de Kummer. 

La surface de Rummer pour le complexe (i) s'obtiendra en 
exprimant que (i) est une somme de deu\ carres, fonctions 
lineaires de X, \ , Z. 

A cet effet, decomposons en carrds le premier membre 
de(i), et, pour faciliter le travail, elTectuons d'abord un chan- 
gement de coordonnees sans deplacer Torigine. Supposons 
les coordonnees anciennes et nouvelles orthogonales : il est 
facile de s'assurer que x^y^ z, x\ y ^ z\ X, Y, Z et /, m, n 
sont transformees paria m^me substitution, en sorte que I'ori 
pent supposer F(/, m, n) de la forme hr I- -\-^'^ ni^ -\- C^/^- 
et ecrire Tequation (i) ainsi 

(2) A2/24-B2//|2-f-G2/i2-f-2AL/-f-2BMm-f-2CNn-he(X, \, Z), 

A, B, C designanl des constanles et L, M, N des fonctions 
lineaires de X, Y, Z. Cette derniere equation peul encore 
s'ecrire 

(3) (A/-+-L)2-h(Bm-f-M)2-h(C/i-+-N)2-f-i2(X, Y, Z), 

Q designant une nouvelle fonction homog^ne et du second 
degre de X, Y, Z. II s'agit maintenant d'exprimer que cette 
fonction est une somme de deux carres ou d'^crire que son 
discriminant est nul; cela ne presente aucune difficulte, les 
termes de la fonction (i) ou (3) etant du second degre en :r', 
y J y, et le discriminant etant du troisi^me degre par rapport 
aux coefficients de cette fonction. La surface de Rummer 
sera, en apparence au moins, du sixi^me degre; mais on pent 
s'assurer que les termes du cinquieme et du sixieme degre 
\i. ^ Traite d* Analyse, W\. jg 
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sont nuls; et, en effet, les lermes sont independants de la 
forme de la fonction Q qui ne contient pas x\ y, z'. Pour 
evaluer les termes en question, on peul done supposer Q = o 
else borner a considerer Texpression (3) r^daite a 

( A / -h L)2 -X- ( B m -I- M)2 -^( Gn -h N)2 ; 

alors son discriminant, etant i par rapport aux quantit^s 
A/4- L, Bm + M, C/i + N, sera par rapport a X, Y, Z egal 
an carre du determinant de la substitution 



x = \l-r-L, y = Bm^My 



G/i-hN. 



Si Ton pose L = aX + ^ Y -f- yZ, M = a'X + ?'Y -f- fZ, 
N = a"X H- P" Y H- y''Z, le discriminant cherche sera le carre 
de 



<4) 



a 


p -+- A 3' 


Y - ^y 


a'—Bz' 


0' 


Y-hBx' 


a"+C/ 


?" Cx' 


f 



Comme le determinant 



o A z' — xy 

-Bz' o Bx' 

cy —Cx' o 

qui forme I'ensemble des termes du Iroisieme degre, est nul, 
il faut en conclure que le determinant (4) est du deuxieme 
degre et que son carre est du quatrieme; done 

La surface de Kummer est du quatrieme degre, 

Cherchons enfin les points x\ y\ z' pour iesquels le c6ne 
du complexe se reduit a deux plans coincidents. L'expres- 
sion (i) devra alors etre un carr^ parfait; T^quation de la 
surface de Kummer pent se mettre sous Ja forme 



(5) 



A B' B' 

B'' A' B 
B' B A" 



= o 



ou 



A = o. 
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En appelant 

AX«-+- A'Y2-+- .VZ2-+- aB YZ -+- 2B'XZ 4- aB'XY 

ie premier membre de requation du coniplexe (i), les ele- 
ments A, B, ... sont du second degre en x\ V ^ z\ ct les 
points oil Ie cone se reduit a un plan double sont donnes par 
les form u les 



Ja ~ ^' o\\ 



= O, - ,r =0. . . ., 



qui se reduisent a deux equations distinctes du quatrienie 
Jegre en x\ y' ^ z' ; ces Equations ont, par suite, 16 solutions, 
et il existe 16 points pour lesquels Ie cone du complexe se 
reduit a un plan double. Prenons Tun de ces points pour 
origine, on a (t. I, p. 161) 

d\ d\' yoB'J ' 

^elte Ibrmule montre que les termes du degre Ie nioins eleve 
^^x'^y^ z' dans A sont du second degre, puisqu'ils sont du 

premier desrre au moins dans les derivees -rr-? •••; done les 

'^ points en question sont des points slnguliers de la surface 
"6 Kummer. Ainsi : 

^a surface de Kummer a 16 points singuliers qui sont 
'^^^ points pour lesquels Ie cdne du complexe se reduit a 
^^"Ux plans confondus. 

La transformation par polaires reciproques montre, en 
^^tre, que : 

La surface de Kummer est de quatrieme classe; elle 
^ 16 plans tangents singuliers ; elle est V enveloppe des 
plans pour lesquels la conique du complexe se reduit a 
^^ux points. 

L'equation qui fournit les points singuliers de la surface 
^e Kummer est resoluble par radicaux {voir Jordan, Theori^ 
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ties substitutions, p. 3i3). Voir, pour plus de details, Pluc- 
KER {Neue Geometrie des Raumes) (c'est dans cet Ouvrage 
que nous avons puis^ les theories precddentes), et Rummer 
{Monatsberichte de rAcad^mie de Berlin, 1864). 



VIII. — Des congruences en general. — Foyers. 
Consid^rons les Equations 

• 
etsupposons que ^, J', ^, A, a, p, y soient fonclions de deux 
param^tres variables [jl, v, X, Y, Z designanl les coordonnees 
courantes, x^ y^ z les coordonnees d'un point variable el a, 
[3, y trois cosinus directeurs; ces Equations representeronl 
une droile variable, ou, si Ton veut, la congruence formec 
de toutes les droites representees par (i). 

Soient D une droite de la congruence; 8 la plus courte 
distance de D et d'une droite infiniment voisine D'; A une 
droite perpendiculaire a D et 8 ; gr la distance du point x^ y^ z 
par lequel nous supposerons que passe D, au pied dc la per- 
pendiculaire commune a D et D'. Les formules du § 1 du 
Cliapitre precedent donneront, en supposant les droites D et 
D' infiniment voisines, 

dx{^d^( — -(d^)-+-dy{-ld'x — a d-()-^ dz( ol d^ — 3t/a) 
(•2) 0= -^ , 

( 3 ) rfV2 = dx^ -h fl^p + dy^ ; 

les cosinus directeurs des droites 
D sont a, p, y> 



A sont 



P d^( — '( d^ "^ doL — oid^( oid^ — ^ dcL 

■^t "7^7 ) ;^7 y jTT > 

aV 

doL d^ d^( ^ 



U) I so... ^y , ^^ , ^y 



d\ d\ d\' 
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le ^v du point ou 5 rencontre D est donne par la formulo 



(5) 



A = 



dx doL -+- dy d^ -+- dz dy 

7m 



Ges formules etant etablies, nous allons voir que : 

II existe deux points appeles foyers sur D, ou D est 
rencontree par une droite D' infiniment voisine. 

Pour metlre ces points en Evidence, ii suffit, dans la for- 
mule (2), de supposer = 0, ce qui donne 

(6) dx( P c/V - Y ^?)-f- c(>^(y doL — oLdy)-^ dz{%d^ — {i ^a) =. o. 

Cette equation est du deuxieme degr^ en rfv et rfa ou plutot 

en 3-; elle fera connaitre deux valeurs de ce rapport et par 

suite deux valeurs de A au moyen de la formule (5), ce qui 
met en Evidence I'existence des foyers. 
L'equation (6) peut s'ecrire 

a p Y 

doL d^ d^( =0. 

dx dy dz 

En elevant cette Equation au carr^ et en tenant compte de (5), 
on trouve 

I, o, ^ g dx 

o, d\\ A d\^ 

ou bien 

A2eA^2 = V^^2_/ Ya^y 



ou 



enfin 



(7) 



^^{^dz-^idyy 
'^"" dW 
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L'^qualion (6) exprime que la droite D rencontre une droile 
infiniment voisine; e'est une equation diflerenlielle en v et [jl 
qui determine v en fonction de [jl et d'une constante arbi- 
traire c. Si Ton porte cette valeur dans (i), ces Equations ne 
dependront plus que de tx et de c; quand on donnera a c une 
valeur d^terminee, les droites (i) engendreront une develop- 
pable. Les developpables qui forment un systeme double 
[puisque Tequation' (6) est du deuxieme degre] que Ton 
obtient en faisant varier c sont ce que Ton appelle les rfe'i'e- 
loppables du faisceau. 
Ainsi : 

Les droites d'une congruence forment deux series de 
developpables, toucliees par les droites de la congruence 
en leurs foyers. 

Le lieu des foyers ou des aretes des developpables est une 
surface a deux nappes que Ton appelle la surface focale. 

La surface focale est touchee en deux points par chaque 
droite de la congruence ; oq obtiendra son equation en rem- 
plagant \ dans (i) par la valeur (7) de A et en eliminani 
ensuile X, [jl et v entre les equations. 

La surface focale pourra se composer soit de deux sur- 
faces distinctes, soit de deux nappes appartenant a une 
meme surface. Les developpables ne sont pas, en general, 
tangentes aux focales; mais, quand cela a lieu, leurs aretes 
de rebroussement sont des asymptotiques des focales, car 
leurs plans osculateurs sont tangents aux focales. 

Les plans focaux d'une congruence sont les plans tan- 
gents aux developpables du faisceau. II en passe deux par 
chaque gdn^ratrice; ils sont osculateurs aux aretes de rebrous- 
sement des developpables. 

Pour trouver les plans focaux qui passent par la droite (i), 
nous observerons que, les plans devant passer par x^ y, z^ 
leurs equations seront de la forme 

A(X— a7)-hB(Y-7)-HG(Z — ^) = o; 
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un plan focal elanl paraliele aux directions a, p, y ela4- t/a, 
'^ -h rfp, Y + rfv, on devra avoir 

et, par suite, un plan focal aura pour equation 

et d'ailleurs la droite qui a pour coefficients directeurs 
a + rfa, j5 4- rfp, Y H- t/v doit rencontrer (i); pour cette 
droite on doit done avoir = 0, ou 

(6) dx{^d^ — ^d'^)-i- dy{^( doL — ^ d^()-^ dz((xd^ — ^d:z) = 0; 

cette equation determine -^ et, par suite, I'^quation (8). 

Comme -^ a deux valeurs, Fequation (8) fournira bien les 

deux plans focaux. 

D'apres ce qui precede, on voit qu'une congruence se 
compose de toiites les droites langentes a deux surfaces 
dites focales, Reciproquement, les langentes communes a 
deux surfaces engendrent une congruence, el ces deux 
surfaces peuvent elre choisies arbitrairemenl. 

Les tangentes a un faisceau de courbes trac^es sur une 
surface engendrent aussi une congruence, de m^rae que 
loutes les droites d'une congruence sont tangentes a des 
courbes qui sont les aretes de rebroussement des develop- 
pables de la congruence, toutes situees sur la surface focale 
etformant un reseau sur cette surface. 

Si Von considere les areles de rebroussemenl d^une 
serie de developpables d^une congruence, ces courbes sont 
conjuguees, sur la focale qui les contient, des traces des 
developpables de V autre serie sur la meme focale. 

En effet, soit [jl = const. Tequation des aretes de rebrous- 
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sement de la premiere serie de d^veloppables, sur la focaie 
qui est leur lieu, v = const. T^quation des traces de Tautre 
serie de ddveloppables sur la m^me focaie. Prenons [x et v 
pour variables, les equations de la congruence seront 



X = a? -+- A --, 






Si Ton ecrit que celte droite rencontre la droite infiniment 
voisine representee par les equations 



X = 



f).r . d\ dx , ^ O^T , 
X -i- -:— aix -T -— — a(JL -r- A - ^ ^ a\x, 



0\x 



on aura 



0]x Oj 



O^x i)^y d^z 



0\x&i 



<)(JL r>y 


0^1 d^ 


d\t.d^ 


dx 


dy 
Oix 


dz 
'0^ 


Ox 
0^ 


dy 


dz 



= 0, 



ce qui exprime bien que [jl = const, et v = const, sont des 
courbes conjuguees. 



IX. — Points principaux. — Point moyen. 



jNous pouvons regarder^r, y^ z comme fonctions de a, ^, y, 
ces dernicires variables ctant relives par la relation 

a2 -f- pJ -h Y« = I ; 

la quantite A qui mcsure la distance du point x^ y, z k la 
droite (i) est donnee par la formule 



. _ doL dx -f- d'^ dy -t- dy dz 



[)u bien 



A 3L --— 



dOL 



dx 



'^P + ^'^O 
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c'est-a-dire 



Si nous posons 



dS ~ ' «fV ~ ' ' d\ " • ' 
nous aurons 

(9) a'^-^?'2-4-Y'2:^,, 

(10) aa'-f-?3'-:-7Y' = o 
el 

Cherchons le maximum et le minimum de A quand on fait 
varier a', p', y'; a cet effet, egalons a zero les derivees de 

nous aurons 



I ,/dz dx\ 1 r>,/dr dz\ ,( f)z\ 1 

Si I'on multiplie la premiere de ces formules par a', la seconde 
par P', la troisieme par y' et si Ton ajoule, on trouve, en 
vertu de (9), (10) et (11), p = — A; alors Telimination de 



998 
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a', fJ', v', - enlre ces equations el (lo) donne 



(i3) 



0.r \ Idx dy\ 

Ot A&i'^ d%) 

\ 1 t 


I I'dx dz\ 
1 \ t>Y dx) 


a 


1 fdy dr \ dy 


I /dy dz\ 


? 


I f()z Ot^ \ ( dz dy\ 
i\di (^Y ■ •-' \<^? "^ ^T / 


d^l -^ 


T 




Y 


o 



= o. 



On demontre sans peine que celle equation en A a deux 
racines (t. II, p. 43") qui sont reelles, mais qui peuvent ^tre 
egales, el comnie A n'est pas g<§neralement infini, on en con- 
clut que la plus courte distance 5 d'une generatrice D aux 
generatrices voisines ne pent se mesurer qu'entre deux points 
en general distincts et situesa distance finie; ces deux points 
sont les points principaux de la generatrice D. Le lieu de 
ces points se compose de deux nappes qui forment la surface 
principale de la congruence. 

Les points principaux une fois connus, les Equations (lo) 
et (12), qui sont du premier degr^, fourniront a', P', y', (x. 
En vertudes formules(4), a', P', y' sont les cosinus direcleurs 
des droites A perpendiculaires a D et a S menees par les points 
principaux. Ces droites sont les normales aux plans passant 
par D et les plus courtes distances 5 extremes menses par 
les points principaux, plans que Ton a di^^e\€s principaux. 

Les plans principaux sont orthogonaux, C'est ce que 
Ton verifie bien facilement, en designant par a',, ^\^ -f'^, A| 
les valeurs de a', p', y', A, en Tun des points principaux, ces 
valeurs etant toujours designees par a', P', y', A en I'autre; 
en multipliant alors les Equations (12) par a',, P'^, y', , en les 
ajoutant, puis en permutant les lettres portant I'indice avec 
celles qui ne le portent pas et retranchant les resultats, on 
trouve 



ce qui montre que, si A^A', c'est-a-dire si les points prin- 
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cipaux ne sonl pas confondiis, les plans principaux sont 
rectangulaires. c. q. f. d. 

Nous revlendrons plus loin sur le cas ou A = oc. 

On appelle point moyen d'une generatrice le milieu de 
rintervalle compris entre les points principaux; on appelle 
plan moyen d'une generatrice le plan mene par le point 
moyen perpendiculairement a cette generatrice. Enfin, on 
appelle surface moyen ne et enveloppee moyenne d'une 
congruence le lieu des points moyens et Tenveloppe des 
plans moyens. 

Prenons maintenant pour plans de coordonnees les plans 
principaux et le plan moyen de la generatrice D, qui sera 
prise pour axe des z, on aura x =zy = ^ r= o, a = o, ^ = o, 
Y=:i, et, en vertu de aa'H- ^p'+ Yy'= o, on aura y'=o, 
a'^-+- ^'^= I, Dans les Equations {\'2), p est ^gal a I'une des 
valeurs de A changee de signe. Si done on appelle 2p la 
distance des points principaux, p devra ^tre remplace par 
dip et les deux premieres equations (12) deviendront 

£ /c^^; , dy\ , r.>/Oy _^^\_ 

or a', P', y sont les coefficients directeurs des plans princi- 
paux : done ces plans principaux ayant etc pris pour plans 
de coordonnees, ces formules doivent ^tre salisfaites pour 
a'= o, p' = I et pour cl'= i , P'= o, ce qui donne 

dor dy _ ^-^ _ _j- ^^ _ -u 



Pequation (i3) devient 






2 Ox dy 



A devant avoir deux valeurs egales et de signes contraires, 
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- — f- "i^ ^oit ^tre nul*, on peut done poser 

(i4) ^ 

i da: _ ^J^ _ 

Les equations (5) et (6), qui font coonaitre les foj^ers, 
deviennent alors 

ou, en vertu de (i4)>' 

ry(p'*-+-a'2)--2/?a'?' = o ou 7 — 2/?a'P'=o; 
on tire de la 

En appelant alors 2/ la distance des foyers, on a done 

ct I'on voit que 

Les foyers sont a egale distance du point niojen. 



Theoreme de Sturm. — Les droites voisines dUine con- 
gruence D rencontrent deux droites fixes. {Comptes 
renduSy 1^'' semestre i845.) 

Ceei doit avoir lieu a priori, car toute congruence peut 
etre consid^ree comme etant du premier degr^, quand on 
fait varier tr^s peu les param^tres dont elle depend, et I'on 
a vu que toutes les generatrices d'une congruence du pre- 
mier degr^ rencontraient deux droites fixes. 
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Nous allons verifier celle conclusion. Les droiles voisines 
de D onl pour Equations 

X — X — dT _ Y — y — dy _ Z — ;; — dz 
oi-i- di ~ '^ -^ d^ ~~ 7 -+- ^T 

el, si i'on particularise les axes comme tout a Then re, 

\-(poL'-^q'^')dy _ Y-h(7a'-h/?3^) ^V _ Z dV 



w 



f» 



SI Ton ecrit ces equations ainsi 



X = ( p^'-r-q'fi'-r-OL'Z)d\\ 

on voit que la droite representee par ces equations rencontre 
la droite 



('5) 



/>a'-+-7 3'--a'Z„ 



qui sera fixe, si Ton a 

p -+- Z„ {/ 



Z — Zq, 



(iG) 



ou 



— q Zo — /> 



Zo=dz^-q^=^/. 



Les droites en question se trouvent done dans des plans paraU 
leles au plan moyen et passent par les foyers. Les coefficients 
angulaires des projections de ces droites sur le plan moyen 
sent donnas par la formule (i6), ou Ton doit remplacer Z,, 
par — y* et par -\-/. Nous donnerons a ces droites le nom de 
droites focales, 

Les droites focales son t contenues dans les plans focaiix . 

En efiet, Tequation (8) montre que les coefficients direc- 
leurs des plans focaux sont 

ou, dans le systeme particulier de coordonnees adopts en 
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dernier lieu, — p', a', o; a' et p' etant d'ailleurs lies par la 
relation (6), qui devient 

q — ip a'P' = o 
et qui donne 

a'= - yJp-^q-\ sj p — q, 

lyjp lyjp 

P' = —7= ^p-^q 7^ y/p — q- 

l\Jp islp 

Les Equations des plans focaux sont done 

Y ^ — q ^ p±)/p-~q ~^ 

el, si Ton observe que les deux membres de (16) donuent 

pour ZQ=^\/p'' — q- les coefficients angulaires des droites 

focales, on voit que ces droites sont contenues dans les plans 

focaux. " 

Y 
Le produit des deux valeurs precedentes de ^ est egal a i; 

on en conclut que : 

Les plans focaux sont egalement inclines sur les plans 
principaux. 

On appelle surface elementaire d'une congruence una 
surface gauche dont toutes les generatrices font partie de la 
congruence. 

Toutes les surfaces elenientaires qui ont une genera- 
trice commune ont deux plans tangents communs qui 
sont les plans focaux de cette generatrice, car les droites 
focales sont tangentes a toutes ces surfaces. 

X. — Generations singulieres. 

Les theories expos^es ci-dessus tombent endefaut lorsque 
la generatrice D est telle que Ton puisse avoir rfv = o, ou 



i 
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Celte relation ne peut avoir lieu que si (It. 
equations qui se reduisent a deux, puisque 

7. dt -^ ^ d^ -\- Y d-[ = o ; 

ces deux equations sont 



rf,3 z= dy =^0^ 



-— diJL-^ — dv = o, 
Oil &t 



(^3 , ()3 , 

■ — r/'x -. — '- av = <) : 

0\j. ' ihi 



elles ne peuvent avoir lieu en nienie temps que si Ton a 

0(7.. 3) 



(0 



0{\L, V) 



= (). 



Celte equation etablit une relation entre [Jietv; les equations 
(le la droite D ne renfennent plus qu'un parainetre, et les 
droites pour lesquelies rfv peut s'annuler fornient une surface. 
Les droites en question sont les dvoiies sin gulieres ; leur lieu 
est la surface singuliere de la congruence. 
Considerons une droite singuliere; pour que dW soit nul, 

il faut que 

Ot. , Ot . 

— a«x H a V = o. 

0\L ' (H ' 

ce qui determine la situation de la generalrice faisant avec 
celle-ci Tangle nul. Les fovers sont toujours determines par 
I'equation 



(2) 



dm dx -4- d^ dy -f- d^{ dz _ 
dx^ -r- d'p -t- dX' ~ ^ ' 



en posant 

dx( p d-( — Y ^P) -+- dy{-i drk — OL d-[) -h t/2(a ^^ — ^ do.) = o 



ou 



dx dy dz 
d% d^ d^[ 

a ? Y 



= o; 



Ot 

mais, en vertu de (i), rfa, Jp, dy sont proportionnels a -r-> 
-5, -T^* en sorte que I'equation precedente se reduit a une 

Oil 0\l. T 1 1 



3o4 CUAPITRE VI. 

equation du premier degr^ en d^n et rfv, et a I'equation 

-— a\L -\ — - rfv = o. 



La premiere Equation fournit un foyer, la seconde fournit 
pour A une valeur inRnie; done : 

Lesdroites singulieres n'ont qu' un foyer ; V autre foyer 
est a Vinfini, 

r p , , ^ . c^a d^ dn. d^ 

Lorsque I on a a la lois — - = o, 3^- = o, -r- = o, -- = o, 

la droite correspondanle est encore singuliere, mais elle est 
parallMe a toutes les droiles voisines et les deux foyers sont 
a rinfini. 

XI. - Congruences harmoniques. 

Une congruence est harnionique par rapport a une surface 
quand ses developpables determinent sur cette surface des 
sections formant un r^seau de lignes conjugu^es. 

Consider oils sur deux surfaces s et s', com me correspon- 
dantSy les points oil les plans tangents sont paralleles ; les 
droites joignant deux points correspondants de deux sur- 
faces s et s forme nt une congruence harmonique. 

En efTel, soient x^ y^ z et x' j y\ z' les coordonn^es de deux 
points correspondants; on pent repr^senter les deux surfaces 
par des equations telles que 

Soient a, p, y les coefficients directeurs du plan tangent en 

x,y, z ou en x\ y\ z' \ on doit avoir 

dx ^ dy dz 

^'^ J dr' „ dr' dz' 
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el deux autres Equations oblenues en changeant X en [jl. Expri- 
mons que la droite qui joint un point a son correspondant 

rencontre la droite voisine mende par les points 



X 



dx 



dk, y 



^^^ 
^^' ' 



dz 
dl 



dl 



et 



dr' 



dy 



^rdk. V 



dl 



dk 



correspondants sur les lignes coordonn^es [ji.=: const., nous 

aurons 

dx dx dx' 



X — X 



« • • ■ • • 



= o 



ou, plus simplement, 



(2) 



dx dx' 
dk ^ 



X — X 



dy dy 
dk dk -^ 



dz d£ 
dk dk 



z — z' 



= 0. 



De 


(>) 


on 


tire 

dy 
dk 


dz 
dk 


(3) 




a : 


dk 


dz' 

dk 



= p: 



dz 


dx 




dk 


dk 




dz' 


dx' 


= t: 


dk 


dk 





dx 
dk 


dy 

dk 


dx' 


dy 



dk dk 



portant les valeurs de a, p, y a la place des determinants qui 
leur sonl proportionnels dans (2), nous aurons 

{x — x')(x.^ (y — y)P -h(z— z')y = o, 

Equation absurde, puisque la normale n'est pas en general 
perpendiculaire a la droite qui joint les points correspon- 

L. — Traite d* Analyse, VII. 20 
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clants. Ceci prouve que les formules (3) n'onl pas lieu; en 
d'autres lermes, que les determinants qui y figurant sont nuls. 

Ainsi Ton a 

dx ^ dx' __ dy ^ dy' __ dz ^ dz' ^ 

en appelant u chacun de ces rapports dgaux, on aura 

dx dx' 

on aurait d'une fagon analogue 



dx 



dx' 
d'j. 



On tire de ces Equations, en difTerentianl par rapport a X et u, 



d^x 
dldiJL 

d^x 



= u 



— V 



d^x' dx' du 

1 . — 

d\ d\L d\ d\L 
d^x' 



dx' dv 



d\ d\L dX dii d[i dX 



d'ou, par soustraction, 



(u-u) 



d^x' 



du dx' dv dx' 



dX d[i dii dX dX dji 



= 0. 



Comme u^Vy sans quoi x el x\ y et y\ z et ^' ne difFere- 
raient que par des constantes, on deduit de cette equation et 
de ses analogues 

d'^x' d'^y d^z' 



dX d\L dX d\k dX d\t. 

dx^ d/ dz^ 

d\j. dii d\t. 

dx' dy' dz' 

'^ 7X dX 



^o, 



ce qui prouve que les d^veloppables de la congruence cou- 
pent le lieu des points sc'^y, z' suivant des courbes conju- 
guees, ce qui d^niontre le theor^me ^nonce. 
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XII. — Da laisceau des normales a une surface. 

Ln faisceaii, conlrairemenl a ce que Ton pourrail croire 
au premier abord, n'a pas en general ses droites normales a 
une m^me surface. Soienl, en efTet, a, p, v les cosinus direc- 
leurs d'une droile du faisceau, JC^ y^ z les coordonndes d'un 
point de cette droite; s'll exisle une surface ayant pour nor- 
males les droites du faisceau, on pourra dc^signer par X, Y, Z 
les coordonn^es du point ou la droite que nous considerons 
rencontre la surface; si I'on appelle alors p la distance des 
points x^y, z et X, Y, Z, on aura 

/ X = ar-h pa, 
0; ; Y=j + p3, 

( Z =z -hpY; 

on pent supposer que les points x, y, z se trouvant, eux 
aussi, sur une surface par laquelle on a coup^ le faisceau, la 
position du point x^ y^ z determinera chaque droite du fais- 
ceau, en sorte que X, Y, Z, x^ y^ z, p, a, p, y pourront ^tre 
consider^s corame des fonctions de deux variables que nous 
appellerons A et [jl et qui pourront etre, soit x cly, soit deux 
coordonnees curvilignes quelconques relatives a la surface, 
lieu des points x, y, z. 

Differentions les equations (i), nous aurons 

/ dX = dx -h p d% -^ a dp^ 
(2) dY = dy-^pd^-i-^dp, 

\ dZ == dz -\- p d^ -h ^ dp ; 

pour que la surface normale existe reellement, il faut que 

Ton ait 

arfX-Hpc?Y-+-Y^=o, 

et cette condition est suffisante. Multiplions alors les for- 
mules (2) respectivement par a, ^, y et ajoutons-les, nous 
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aurons, en observant que a^ -f- p2 _^ y2 ^g^ ^g^l aTun, 

o = a dx -i- p dy -^ y dz -h dp 



ou bien 






— dp = a dx -^ ^ dy -h -^ dz; 


si nous posons 


dx Q o[v dz ^ 



dx o dy dz __ 

I'eq nation precedente deviendra 

— dp " G dk -^ H dii, 

et Ton voit que p n'existera, et par suite que X, Y, Z n'exis- 
leront que si Fexpression G rfX + H d^k est une differentielle 
exacte. 

L'expression precedente ne sera une differentielle exacte 
que si 

dii dl ""^' 

ce que Ton peut ecrire 

dx da dx dec dy d^ dy d^ dz dy dz dy _ 

Reciproquemenl, quand cette Equation aura lieu, on pourra 
calculer p a une constante pr^s, et il existera une infinite de 
surfaces normales au faisceau el par alleles entre elles. 

Prenons une g^neratrice du faisceau pour axe des z et 
faisons X = a, [ji = p, ^ = o, la relation (3) prendra la forme 

(P- 299) 



dx dy 



done : 



I® Les points principaux et les foyers sont confondus ; 
2" Les plans focaux faisant V angle cp avec les plans 
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principaux, on a 2Rtangcp = oo, et, par suite, les plans 
focaux et les plans principaux sont confondus ; 

3*" Done les plans focaux sont rectangulaires; 

4" Done les developpahles du faiseeau sont orthogo- 
nales; 

5** Done les droites foeales sont rectangulaires et situies 
dans les plans focaux. 

Reciproquement, toutes ces conditions supposent gr =z o ; 
elles sont done necessaires et suffisanles pour que la sur- 
face normale existe. 

II resulte de la que les normales a une mdme surface for- 
ment deux systemes de d^veloppables qui d^coupent la sur- 
face suivant des courbes qui ne sont autres que les llgnes de 
courbure. Ces d^veloppables sont orthogonales et leurs aretes 
de rebroussement forment les surfaces foeales du faiseeau. 
Ces surfaces foeales sont ^videmraentles lieux des centres de 
courbure principaux de la surface, car le point ou deux 
normales infiniment voisines se rencontrenl est, ou peutetre 
considere comme le point de rencontre de deux normales 
infiniment voisines de la section normale principale. 

Enfin les normales a une surface forment une congruence 
harmonique par rapport a cette surface. Les lieux des 
centres de courbure principaux sont done touchers par les 
normales de la surface. 

II est facile de prouver que les aretes de rebroussement des 
normalies d^veloppables sont des geodesiques des surfaces, 
lieux des centres de courbure principaux de la surface pro- 
posee. Cela resulte du th^oreme suivant : 

Th^oreme. — Toutes les fois que les tangentes a des 
courbes tracees sur une surface et formant une famille 
sont normales a une meme surface y ces courbes sont geo- 
desiques. 

En effet, si Ton suppose dans les equations (i) que a, j3, y 
soient les cosinus directeurs des tangentes aux courbes 
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),== const, d'une surface sur laquelle on a trace deux s^s- 

tenies de lignes coordonnt^es X = const., [jl = const., les 
(Equations (i) pourront s*^crire 

( 4 ) \ = a: -+- p -— . — - , . • • , 

en employ ant les notations du Chapitre III. La formule (3), 
qui exprirae que la surface normale existe, prend alors la 
forme 

I /dx d^x dv d'Y ds d'^z\ 
^^ \0l (yjl^ "^ dl diiJ "^ dX dij) 

I / dx dx dy dy dz dz \ ()M 
"" \ \di 0^ '" dl d^~^ ~d\ d^) djl 

I /dx d'X dy d^-y dz d^ z 



J'S\\d\x d\d\L d\i. dl d^j. ' d\t. dX 0[x 

I r/dxY /dyY /dzyidM 



2M« 



c'est-a-dire 



j_/c>R _^i d},l\ H^ m i__ ^M ^ i_ m _ 

^jVlVJil 1 dl) ^^^1 dii ^M ^^ ' 2v/M ^X ~"^ 

ou 

()R _ 1 ^M 5^ ^ _ 

c>{ji 1 dX 2M c){ji 

Cetle equation, comme nous i'avons vu (p. ii3), exprime 
precis^ment que les lignes X = const, sont des lignes g^ode- 
siques de la surface auxquelles sont tangentes les droites du 
faisceau. 

II resulte de cette analj'se que Ton pent toujours se donner 
Tun des lieux des centres de courbure d'une surface; la sur- 
face elle-m^me est indeterminee, ainsi que I'autre lieu de ses 
centres de courbure. Pour trouver Tune des solutions que 
comporte cette cpiestion, on tracera sur la surface donn^e 
un faisceau de g^odesiques ; leurs tangentes seront normales 
a la surface chercliee. Le faisceau de ces tangentes determine 



LA G£0M£TR1K DBS LIGxXBS DROITES. 3l I 

en meme temps I'autre surface des centres de courbure qui 
est une de ses focales. 

Ainsi une surface est determin^e, mais incorapl^lement, 
quand on se donne I'un des lieux de ses centres de courbure 
principaux ; mais on ne peut pas se donner a priori les deux 
lieux de ses centres de courbure principaux, parce que les 
tangentes communes a deux surfaces quelconques ne forment 
pas necessairement un faisceau normal a une m^me surface. 

Nous avons vu d*ailleurs que, d'un point quelconque de 
Tespace, on voyait les surfaces lieux des centres de courbure 
principaux se couper a angles droits, et cela meme prouve 
une fois de plus que ces surfaces ne sauraient 6tre quel- 
conques (t. II, p. 446)- 



XIII. — Quelques surfaces elementaires du faisceau des normales 

a une surface. 

Les surfaces elementaires du faisceau des normales a une 
surface qui ont pour directrices les lignes de courbure sont, 
comme Ton sait, les normalics developpables; nous n'avons 
rien a en dire de nouveau. 

Considerons maintenant les surfaces elementaires ou nor- 
malies qui ont pour directrices les asymptotiques; les gene- 
ratrices d'une de ces normalies sont les binormales d'une 
ligne asymptotique; or, la plus courte distance de deux 
binormales a une courbe infiniment voisines est la tangente 
a cette courbe. Done les lignes de striction des normalies 
qui nous occupent sont precisement les asymptotiques 
elles-memes. 

La ligne de striction de la normalie est une ligne geo* 
desique de cette surface, puisque son plan osculateur lui 
est normal. 

On appelle, d'apres Bour, surface reciproque d'une sur- 
face gauche le lieu des plus courtes distances de deux gene- 
ratrices infiniment voisines. 
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Les surfaces reciproques des normalies qui passent par 
les asymptotiques d^une surface sont developpables. 

Eq effet, les plus courtes- distances en question sont les 
tangentes aux asymptotiques. 

Reciproquenient, si la surface reciproque d^une surface 
gauche est developpable, la ligne de striction de cette 
surface sera une asymptotique. 

En effet, la ligne de striction sera I'arete de rebroussement 
de la surface reciproque, et son plan osculateur sera tangent 
k la surface. 

Considerons maintenant une normalie ayant pour direc- 
trice une geodesique, la generatrice de la normalie sera la 
normale principale de la geodesique consider^e; nous serons 
alors en presence d'une surface gauche lieu des normales 
principales d'une courbe. Done (p. 266) la geodesique 
directrice de la normalie sera une asymptotique de cette 
normalie, 

Le \ du point central compte a partir de la surface pro- 
pos^e sera donne (p. 267) par la formule 

T el p designant la torsion et la courbure de la geodesique 
directrice consideree. 



XIV. — Theoreme de Dupin. 

Par un point M d'une surface faisons passer trois axes 
rectangulaires, a savoir la normale a la surface qui sera axe 
des z et deux axes tangents aux lignes coordonn^es passant 
en M5 soient a, 6, c, a\ b\ c\ a"^ b" , c" les neuf cosinus 
servant a passer de ces axes aux axes de coordonn^es. 

Par chaque point M imaginons une droite ajant pour lon- 
gitude et colatitude par rapport aux axes passant en M les 
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angles t!^ et 9; les cosinus directeurs de cette droite seront 

a sin 6 cosij/ -f- a' sin 6 sin <{; -f- a" cos6 = a. 
6 sinO cosij; -*- 6' sin6 sint}/ -4- 6' cos6 = p, 
c sin 6 cos tl -+- c' sin 6 sinij; -f- c' cos 6 = y- 

Pour que cette droite dans toutes ses positions soit normale 
a une m^me surface, il faut et il suffit que, en appelant x^y^ z 
les coordonn^es du point M, I'expression 

a dx -f- p dy -r- ^ dz 

soit une diffi^rentielle exacte; or, en supposant le ds de la 
surface mis sous la forme 

ds^ = L fla« -4- M t/fi«, 
on a 

dx = a /L dk -h a' /M c?fi, 
dy = b)/Ldk-^b'\/M d\L, 
dz = c /L dX-r- c' v/M d[i.. 

L'expression a dx + ^ dy -\-y dz devient alors 

v/L sinO costj^ dk -4- /M sin 6 sint}' d\i, 

et, pour que la surface normale existe, il faut et il suffit que 
Ton ait 

(i) — (/L sinO cost}') = ;ty (/^ sinO sintj^). 

Cette relation ne depend que de L et M ; done, si Ton d^forme 
la surface M en conservant les directrices ^, 6 de maniere 
qu'elles restent applicables sur elles-m^mes, les droites ^, 
8 resteront normales a une m^me surface. 

Maintenant changeons sin 6 en k sin 6, A" designant un coef- 
ficient constant, il est clairque la relation (i) subsistera; mais 
on pent alors supposer que les droites t{;, 6 sont des rayons 
lumineux, que la surface lieu des points M est une surface 
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de separation de deux milieux, I'indice de refraction etanl A'. 
On pent done dire que : 

Si des rayons lumineux sont normaux a une me me 
surface, ils restent normaux a une meme surface apres 
s'etre reflecliis ou refractes sur une mime surface sepa- 
rant deux milieux. 

Ce th^or^me est de Dupin; la demonstration precedente , 
est de Laguerre. 

La formule (i) met encore ce fait en evidence : 

Les tangentes a un systeme de geodesiques d^ une meme 
surface sont normales a une meme surface. 

En efiet, supposons que \ = const, soient des geodesiques, 

y/M sera fonction de [x seul, on aura 6= -,<};== -, el par 
suite Tequation (i) se r^duira a o = o. 



XV. — Gongmences isotropes. 

Soit D une droite d'une congruence et S une surface de 
reference quelconque; menons a S un plan tangent perpen- 
diculaire a D, il touchera cette surface en un point ou nous 
placerons Torigine d'axes instanlanes rectangulaires ; nous 
supposerons les axes des ? et des t, tangents aux lignes de 
courbure de la surface S : Taxe des ^ sera naturellement dirige 
suivant la normale; $, v^, ^ designeront alors les coordonnees 
d'un point A quelconque de la droite D. 

Les projections duj dv du deplacement du point A sur les 
axes instanlanes sont donnees par les formules (p. 175), ou 
Ton fait r = o, 

^ { dv = X'dk -r- B'dKL -4- C? €/ix; 
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dans ces formules, 

^[^ 2 v/lm ^>^ ' 

^f^ a/LM ^>^ 



G' = — 



Lv/M 

m 



Commengons par cherclier les foyers et les plans focaiix; a 
cet effet, nous emploierons rartifice suivant : considerons line 
surface ^lementaire passant par D; appelons w Tangle que le 
plan tangent a celle surface fait avec le plan des tj^ le long 
de la droite D, on aura 

(3) tangco = ^ = _^____^^--^ 

Si nous observons que toutes les surfaces ^l^uientaires ont 
(p. 294) m^me plan tangent au foyer, nous obtiendrons les 'C 
des foyers en exprimant que tangto ne depend pas du rap- 
port 6?)v : <i[jL, ce qui donne 

A' B'-f-C? 



A-t-CS B 

ou, en appelant Z Tordonnee t^ du foyer donn^e par cette 
equation, 

(4) GG'Z2-f-Z(AG'+GB')-i-AB'— BA' = o; 

d'ailleurs la formule (3) donnera, pour Tangle w que fait un 
plan focal avec le plan des ^tj, 

A' B'-H G'Z 

tango. = ^-^-^=-_g—; 
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r^liminalion de Z doone 

BClang«a) — langa)(B'C— AC')— A'C'=o. 

On voit que, en appelant Zj et Z^ les ^ des foyers, co, et co^ 
les angles que les plans focaux font avec le plan des I^^, 
on aura 

__ AB'-BA' ^ , A'C 
ZiZ, = ^, , iang(i),langa)j= g^- 

On appelle congruences isotropes celles dont les plans 
focaux sont isotropes; pour que la congruence que nous 
considerons soit isotrope, il faut que Ton ait tang^ co -f- 1 = o ; 
il faiit done que 

(5) B'C — AC'-=o, BG-t-A'C' = o. 

Nous allons maintenant particulariser la surface de refe- 
rence : nous supposerons que celte surface soit la sphere 

( 6 ) a?' -+-^' -f- ^' = a' 

et que la droite D soit dans le plan des ^S? alors r, = o. En 
differentiant (6) deux fois, on a 



(7) 2 



dx 



"> S'S-Sd)"'- 



mais on a aussi 



dx 
a? -r- =o. 



De (6), (7)et(9)on tire (p. 88) 



X a 
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et (8), par relimination de x^y^ z^ doone 



v/LM 
ou 



al 

-H L = o 



L /LM M /LM 



a a 



de sorte que, en remplagant A, B, ... par leurs valeurs (2), 
les Equations (5) deviennent 



~ \l\j 7 — yj m = o 



et, en simplifiant, 



^ dM d^ i dh d^ 






Ces deux equations donnent, en integrant, 

5 = /M = v/E. 
11 en resulte : 

I® Que les lignes coordonn^es sur la sphere sont telles 
que le ds y est de la forme 

et le r^seau des lignes coordonn^es est isometrique ; 

2° Que, pour avoir une congruence isotrope, il sujffit de 
tracer sur une sphere un reseau isometrique, de mener 
des tangentes a chaque ligne coordonnee, de prendre a 
partir du point de contact sur cette tangente une lon- 
gueur egale a h. et de mener par l^extremiti du segment 
ainsi forme une parallele au rayon de la sphere qui 
passe par son origine; les par alleles en question forment 
une congruence isotrope. 
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La recherche des congruences isotropes est ainsi ramen^e 
a celle des r^seaux isonietriques sur la sphere. 

Ce beau ih^or^me est de M. Ribaucour {Etude sur les 
elassoideSy 1881, M^moire couronn^ par PAcademie de 
Bruxelles). 

Prenons maintenant pour surface de reference Tenvelopp^e 
moyenne de la congruence que nous supposons toujours iso- 
trope, nous aurons, comme plus haut, 

B'C — AC = o, BG -f- A'C = o, 

et, comme les t^ des foyers de la droite D doivent etre egaux 

et de signes contraires, en appelant Z Tun d'eux, on devra 

avoir 

AB'— BA' 



AG'-+-GB' = o, Z« = 



GG' 



Or C el C ne peuvent pas ^Ire nuls, sans quo! les lignes coor- 
donnees seraient des asymptotiques (/ et m sont nuls avec 
C el C')^ il faut done, pour que les equations precedentes 
aient lieu, que 

A=o, B' = o, BG-f-A'G' = o, 

__ B a; _ B«^ _ A^« 

G' G ~ G'« ~ G« 



ou 



^--G'-^-G* 
Ces equations, en vertu de (2), reviennent aux suivantes : 

(12) ^? ^ ^_ ^M mZ ^ 

^\^ 2/LM ^>^ m/l' 

dr, \ dL IZ 



/ O \ 

^^ 2 y/LM <^f^ ' L v/M 
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Si Ton diflerentie (lo) par rapport a ;jl el que I'on remplace 
— par sa valeur (i i), si I'on diflerentie (12) par rapport a A 

en remplagant -j^ par sa valeur (i 3), si enfin on retranche les 

resultats Tun de Tautrc, on aura, en ajant egard aux for- 
mules ((12)) de M. Codazzi (p. 174V 

L/M ()Z 

T = * 

on trouve d'une mani^re semblable 

M v/L dZ 



t = 



ni duL 



Si I'on remplace ? et Tj par ces valeurs dans (10) et (12), on 
trouve, en faisant usage des formules ((12)) de M. Codazzi 

(P- 174), 

/ m 

ce qui exprime que la courbure moyenne de la surface de 
reference est nuUe (p. 100); done : 

L enveloppee moyenne d^une congruence isotrope est 
un elassoi'de ou alysse'ide, 

Ce theoreme est de M. Ribaucour (/oc. cit,). 
La recherche des ^lassoides se ramene done a la recherche 
dns reseaux isomelriques sur la sphere. 

XVI. — Retour a la methode de Plucker. 

Appelons W|, W2> u^, W4 les coordonn^es d'une droite 
mobile; ce seront, si Ton veut, les quantit^s a, />, /?, q qui 
entrent dans les equations 

(1) X =^ az+p, y = bz-^q 

de cette droite, ou des fonctions de ces quantit^s; une equa- 
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tion entre £#i, u^t 1/3. Ui deBnira on complete, deux eqna- 
tions entre ces memes qoanlites definiront une congruence, 
trois equations de£niront une surface reglee. Dans Tun ou 
Fautre de ces trois cas, si Ton considere une droite infini- 
ment voisine de la droite (1 u 

(^) X =(a — da)z—'p — dp, jr ={b — iib)z — q -T-dq, 

et si Ton appelle o la plus courte distance de ces deux droites, 
dV leur angle, on aura 

^ -,, dadq — db dp 

o^ = — i^-Ti -y 

a* — o* — I 

et cette quantite est ce que Ton peut appeler le moment 
elementaire de la droite (i). Si Ton prend pour variables 
£/i, U2J u^i 1/4, ce moment prend la forme quadratique 

^\:ijduiduj 
ou les U/y sonl des fonclions des £/. 



Surfaces gaudies. 

ScHcnt maintenaot 

(3) P=o, Q = o, R=o 

trois equations en e/|, 2/2, 2/3, u^j elles representeront une 
surface reglee; si nous egalons a zero le moment elementaire, 
Fequation ainsi obtenue 

(\) ^l]ijduiduj = o 

exprimera que la generalrice pour laquelle cette equation 
est satisfaite rencontre la generatrice voisine ou lui est paral- 
IMe; or, en posant 

dUi oui oui 
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ou a 



(5) 



^Pidui = o, ^Q,dui = Oy ^Ridui = o. 



Si entre (4) el (5) on elimine les rfw, on Irouve 



Un U„ U,3 U,4 Pi Q, 

U21 U22 U23 U24 l\ <>2 

U31 U32 U33 Us^ P3 Q3 

Uu Vi, U43 Uu Pi 

p. p. P3 P* o 

Qs Q.1 Qv «> 

Ri R.1 Ri o 



Q. 
Ri 



o 
o 
o 



Ri 
R. 
Rs 
R4 

O 
O 

o 



— o 



ou 



(6) 



G = o, 



en designant par G le premier membre de I'eqiialion prece- 
dente. L'eqiialion G = o, jointe aiix equations (3), d^termi- 
nera les u des generatrices paralleles aux generatrices voi- 
sines ou rencontrant celles-ci ; les generatrices jouissant de 
cettc propriete sont dites singulieres, mais Tequation G = 
peut encore etre salisfaite pour les generatrices annulant les 

determinants -r-, — —- que nous considererons egralement 

comme singulieres. Lorsque toutes les generatrices sont sin- 
gulieres, la surface est developpable; ainsi, quand on a 

G = o, 

identiquement la surface (3) est developpable; cette equa- 
tion peut done etre consideree comme celle des develop- 
pables. 

XVII. — Congruences. 

Deux equations en W|, Wo, W3, W| 

(7) P = o» Q=o 

representent une congruence,- et si Ton egale a zero le 
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moment <5lementaire, on obtienl une Equation 

( 8 ) ^ U/y dui duj = o, 

qui definitles directions rfW| I du2 \ du^ ! duj^^ dans lesquelles 
il faut se d^placer pour trouver une gen^ratrice situ^e dans le 
m^me plan que la g^n^ratnce w<, W29 ^3, 2/4 . Pour achever de 
determiner les rapports en question, il faut adjoindre a (8) 
les equations 

(9) ^^Vidui = o, 2^(lidui = o] 

ces equations (8) et (9) font connaitre deux systemes de 
valeurs des rapports du^ \ du^ \ du^ \ duj^. Pour obtenir les 
d^veloppables du faisceau, il faut chercher Tequation R = o 
a adjoindre aux Equations (7) pour representer ces develop- 
pables*, on I'obtiendra done en egalant a zero le determi- 
nant G consid^re au paragraphe prt^c^dent. L'equation 

est une equation en R aux derivees partielles du premier 
ordre; Tintegrale g^nerale represente les developpables du 
faisceau (p. 32o). 11 y a aussi une int^grale singuliere qui 
represente I'enveloppe des developpables en question, c'est- 
a-dire la surface focale. 

Nous avons fait observer que les equations (8), (9) avaient 
deux solutions. Si Ton exprime que ces solutions sont con- 
fondues, on obtiendra la condition pour que les deux foyers 
de la generalrice «i, ii^i W3, Wj soient confondus. Pour expri- 
merque (8), (9) ont une solution double, il faut eliminer les 
du enlre (8), (9) et le determinant fonctionnel de leurs pre- 
miers nienibres egale a z^ro; au lieu d'egaler ce determinant 
a zero, on peut introduire deux nouvelles variables rfX, du. 
et ecrire qu'il existe une m^me relation lineaire entre les 
elements d'une m^me colonne, ce qui fournit les nouvelles 
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equations 



(lo) { Uji dui -f- VitdUi -+• U53 du3 -h Usi du,, -h P^dX -1- Q., ^fx = o, 
U31 dui — U3J t/wj -I- U33 du3 H- U34 t/w4 -T- P3 dl -+- Q3 dyt. = o. 

Or, de (8) el (9), on tire 

( u ) a N^ U /y diii duj 4- dk ^ P,- «?«/ -t- d[i \^ Q,- rf«/ = o ; 

ajoutant alors les equations (10) apres les avoir mullipliees 
par dUi, dU'>^ dii^ et retranchant le r^sullat de (i i), on troiive 

(12) U41 dui -\- U42 dUi, -h U43 duz -f- U44 dui, 4- P4 rfX h- Q4 d\L = o. 

De (i i), (12) et (9) on tire, en posanl 



H = 



u>. 


u., 


U,3 


Uu 


P. 


Q. 


Uji 


u« 


U,3 


Un 


Pi 


Qs 


L'31 


U32 


Us, 


U45 


P.1 


Q3 


Uu 


u*, 


U43 


U4» 


P* 


Q» 


P. 


Pj 


P3 


P4 








Q. 


Q. 


Q3 


Q» 









I'equation 

(i3) 



H =0, 



laquelle exprime que les foyers sont confondus. Si H rrz o est 
una identity, les deux surfaces focales de la congruence sont 
confondues et I'equation H = o definit un genre particulier 
de congruences, dans lesqucUes les generatrices rencontrent 
la surface focale en trois points confondus et par consequent 
ont avec la focale un contact du second ordre; la congruence 
est done formee des asymptotes de I'indicatrice d'une meme 
surface (t. IT, p. 4^4) ou Jes tangentes aux asympioliques 
d'une meme surface. 
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XYIII. — Complexes. 
Une seule equation 

enire les coordonnees M| , u^-, «3, u^ represente un complexc ; 
requalion H = o, consideree tout a I'lieure, definit une fonc- 
tion Q telle que Inequation Q = o jointe a P = o determine 
dans le complexe un lieu de droites qui sont les tangenles 
iuilexionnelles d'une surface. Q est determine par une equa- 
tion H = o aux derivees partielles du premier ordre, donl 
on a imm^diatement une integrate complete et par suite 
I'inlegrale generale; il y aura done une infinite de surfaces 
ayant leurs tangentes inflexionnelles parmi les droites du 
complexe. 

Cherchons la condition pour que les droites d'un complexe 
soient tangentes a une meme surface 

(I) ^=/(^»r)- 

Soit 

X =z az -t- p, y = bz -\~ q 

une droite du complexe; pour que cette droite touche la sur- 
face, il faut que I'equation 

i'l) z=f{az-\-p, bz-r-q) 

ait une solution double, c'est-a-dire que Ton ait en meme 
temps 

(3) 1 = afx{az-^p, bz -\- q)-\- bfi{az -\- p, bz-^q)^ 

formule oil /< = ^> /s = t^» filiminons la fonctiony*; a cet 
efTct, differentions (2) en tenant compte de (3), nous aurons 

o = fi{z da -^ dp) -^ /^{z db -\- dq); 



LA GfOMfirniE DES LIG.NES DROITER. 325 

celte eqiialifni se decompose en 



o-.a(. 






et en ^liminanl /i , /^ el z eiilre ces equations et (3), on a 

/ M !^ __ ^^ ^ - n 

^-^^ da db dp ~ ^' 

Telle est requalion aux d^rivees partielles qui exprime que 
les droiles du complexe touchent une meme surface. Cette 
equation prend la forme 

^^^ da <)q db dp ~^' 

quand on suppose a, b, p, q li^s entre eux par une Equation 

P(a, b,p, q) = Oy 

Tequalion (5) s'oblient en egalant a zero le discriminant de 
la fonclion du second degre 

da dq — db dp -h dk dP 

relativement aux variables da, db, dp, dq^ ctk^ comme il est 
bien facile de s'en assurer en ^crivant ce discriminant et en 
le developpant. Si alors on change de variables et si a la 
place de a, i, /?, q on prend des variables quelconques, 
cette expression deviendra 

2. U/y dui duj -«- d\ dP , 

or le nouveau discriminant est c'gal a I'ancien a un facleur 
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pres; la condilion (5) se transforme done dans la suivante : 



((>) 



u„ 


u„ 


U.3 


U,v 


P, 


I'll 


u„ 


u„ 


u« 


P. 


In 


u„ 


Vi-, 


Un 


P. 


Uu 


u« 


u« 


U*v 


Pv 


I'l 


p, 


P3 


P* 






= o. 



Mais revenons a I'equation ( 5) : c'est la resullante des equa- 
tions 

da _ db dp dq 

= - — 



( — 



r " (S) 



\da) 



dX, 



d'ou Ton tire 



^ da dq — dp db 

"^ ^ ^ _^ ^ 
Oa dq db dp 

L'equation (5) exprime done que dadq — dpdb ou la plus 
courte distance de deux generatrices voisines est nuUe ; Tequa- 
tlon (6) conduirait aux niemes conclusions. Si les formules (5) 
et (6) n'ont lieu que pour certaines generatrices, celles-ci 
seront appel^es singulieres, 

Lorsque les droites d'un complexe sont tangentes a une 
menie surface, on pent trouver cette surface comme il suit : 

Soient dx^ dy^ dz les composantes d'un deplacement 
effectue sur la surface au point x^y^ Zj on devra avoir 

dx _ dy __ dz 
a 6 "~ I ' 

X = a^ -h/?, y ^^bz-^ q^ P = o. 

L'elimination de «, 6,/?, q entre ces equations fournira une 
equation entre dx^ dy^ dzy de la forme 



'^{dx, dy, dz^ z dy — y dz^ z dx — x dz) = o, 
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homogene par rapport a rfx, dy^ dz^ zdy — ydzy zdx — xdz^ 
ou plus exactement 



(dx dy 
dz dz 



dx dy z dy — y dz z dx — x dz\ _ 

dz dz 



Si la surface tangenle au complexe existe, on devra pouvoir 
tirer dz de la en fonction lineaire de dx et dy^ et z sera 
fourni par une equation aux differentielles totales; la solution 
renfermera une constante arbitraire que Ton delerminera en 
exprimant que les droites du complexe sont bien tangentes a 
la surface trouv^. 

Si, par exemple, on suppose 

P == (a/? -+- bqy — {a^ -h- 6* -i- i)(/?2 -{- q^ — 1), 

I'equation d» = o se reduit a 

(x dx -T-y dy -{- z dz)^ =^ Oj 

d'ou Ton tire x^-hy- + -s- = const., et, pour satisfaire a la 
question, il faut prendre la constante egale a un. 

L'equation(6) a, jecrois, ete Irouvee par M. Koenigs; elle 
se trouve demontree dans sa These. 

Toutes les droites d'une congruence sont tangentes a deux 
surfaces 5 par consequent on pent les considerer comme 
appartenant a deux complexes formes des droites tangentes 
a une meme surface. Done : 

Toute congruence peat etre representee par deux equa- 
tions L ^ o, M = o representant deux complexes de droites 
tangentes a une meme surface. 

Par mi les droites d\in complexe, on peut toujours 
trouver des congruences normales a une meme surface. 

En effet, si nous considerons une droite 

x^^az-r-pt y=bz-\-qy 
et si nous exprimons qu'elle est normale a la surface d^crite 
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lions d'une droite du complexe 



(PA \-x _ \-y _ Z-z 

^^ df '~ df " Of df' 

dp dq ^ dp ^ dq 



dans lesquelles x^y^ 5, /?, q sont lies non seulement par la 
relation (i), mais encore par la relation finie que Ton sup- 
pose exisler entre x^y^ z en vertu de la relation (2). Nous 
sommes en presence du complexe des langentes a une meme 
surface, etrintegralionderequation(i)revientala recherche 
de cette surface. 

Pour trouver la surface en question, cherchons d'abord 
une courbe tangente a une s^rie de droites du complexe; il 
faudra pour cela exprimer que les composantes dx^ dy^ dz 
de r^l^ment de courbe sont proportionnelles aux coefficients 
direcleurs d'une droite (6) du complexe et Ton aura 



dx _ dy _ dz 

dp dq ^ dp ^ dq 



ce sont les equations differentielles des courbes cherchees, 
et par chaque point ^0? ^o* ^0 passe une de ces courbes. II 
est Evident qu'un lieu de ces courbes sera une surface repon- 
dant a la question. 

[II est aremarquerque Tequation {i)pdx -\- q dy ^= dz sq 
deduit de (7), .de sorte que s\ p el q etaient connus on en 
deduirait le lieu de nos courbes par une seule integration]. 
Mais p et q etant inconnus, ces equations (7) ne peuvent 
suffire au calcul de x eiy en fonction de z. Or, considerons 
les courbes conjuguees de celles que nous venons de trouver 
sur la surface cherchee; pour que deux deplacements Sjc, oy^ 
6z et dx, dy, dz soient conjugues, on sait que Ton doit 
avoir 

r^xdx-h s( ox dx ■+- 8y dy) -h t^y dy = 
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ou, si Ton veut, 

(8) op dx -T- oq dy = o, 

( 9 ) Zx dp -\- oy dq = o\ 

mais on a, en diff^renlianl (i), 

(^^) \/x-^Pir^-^[ty^'^Tz)'y-^rp'P-^tq'^-''- 

Or (8), en verlu de (7) donne, 






(10) se reduit alors a 

ou, en vertu de (9), a 

.dx dz I dy ^ dz 

("> dp --^^-^^' 

celte equation, jointe a (i) et a (7), delerminera les courbes 
cherchees, en vertu de Tequation oblenue en differenliant (i), 
a savoir 



(2+^l)''^-^(^+'?l)'^-^-^f''^+f '^^^^^ 



le syst^me (7), (i i) pent s'ecrire 

dx _ dy _ dz dp dq 

dp dq ^ dp ^ dq dp dq 

Ces Equations font connaitre p^ q et les equations des courbes 
cherchees. En effet, supposons-les integrees et soient 

?i(^, JK, z, 370, JK01 -So,/?, q,po, qo) = 0, 



leurs quatre integrales, obtenues en faisant intervenir Tequa- 
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tion (i); rclimination de /? et y fournira les courbes clier- 
chees sous la forme 

0, = 0. 

Si enlre ces Equations el 

on elimine po et go, on aura une solution de la question ; c'est 
la solution complete, il est clair qu'on en aura une autre en 

])osant :;o = ^(^o) ct q^z^ - — et en eliminant toutes les 
conslanles. 



XX. — Note historique sur la theorie des droites. 

La ih^orie des congruences a et^ cre^e par Monge, qui a 
fait connaitre leur propriete fondamentale [Memoires de 
V Academic des Sciences pour 1781) et la theorie des nor- 
males a une meme surface {Application d^ Analyse et de 
Geometric, Theorie des deblais et des remblais). La theorie 
des complexes a et^ cr^ee par Mains en 1 807. Voici la liste des 
Iravaux que Ton pent consulter sur la theorie des droiles. 

Hamilton [Theory of systems of rays (Irish Acad, Trans- 
actions, t. XV, XVI, XVII)]; Kummer [Nouv. Annales 
(ie Mathem,, 1860-61-62); Pliicker [Neiie Geometric des 
RaumeSy Leipzig, 1869); ¥Ae\n(Math, Annalen, t. II et V); 
Picard (These); Koenigs (These, 1882); Ribaucour (Me- 
moire couronne par TAcademie de Belgique, deja cite); 
Genly [Memoire ou la theorie des complexes est etablie a 
I'aide du Calcul des quaternions [Journal de Matliem, pares 
et appliqueeSy t. VIII, S^'serie, 1882)] ; L^aute (These). 
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EXERGIGES ET NOTES. 

1. Deu\ equations de la forme suivante ou a, b soiit des para- 
metrcs arbitraires 

o(j-, J, z, a, b)^-o, ^1-^,7, z, a, b) = o 

representent uiic convenience de courbes. 

2. Les courbes d'une congruence peuvent etre associees de maniere 
a former des surfaces passant par une meme courbe (c); il existe 
sur (c) un certain nombre de points pour lesquels les surfaces en 
question ont Ic meme plan tangent. Ges points sont dits points 
focaux. Le lieu des points focaux est la surface focale. 

3. Si Ton assemble les courbes d'une congruence de maniere 
qu'elles aient une enveloppe, cette enveloppe fera partie de la sur- 
face focale. 

4. Les courbes d'une congruence touchent la surface focale. 



Conclusion. 

Je crois devoir terminer ici ce que j'appellerai la partie 
didactique de I'Analjse. 

Qii'il me soil permis maintenant de remercier M. Cour- 
celles, qui a bien voulu me prater son gracieux concours pour 
la correction des epreuves des derniers Volumes, et surtout 
MM. Gauthier-Villars, sans Taide desquels je n'aurais jamais 
pu mener a bonne fin la publication de mon Travail. 



FIN DU TOxME SEPTIEME ET DERNIER. 



TABLE DES MATIERES 



DU TOME VII. 



CIIAPITRE I. 
£tude des courbes que Ton peut tracer sur une surface donn^e. 

Pages. 

1 . Dc rindicatricc i 

2. Des courbes conjuguees 5 

3. Thcioremcs de Dupin et de M. Heina sur Ics lignes conjuguees . . . 7 

4. Klude parliculiere des lignes de courbure . . i , 

5. Continuation du m6mc sujet i^ 

6. Theoreme de O. Rodrigues ,6 

7. Lignes de courbure de (juciqucs surfaces iq 

8. Lignes de courbure de I'ellipsoide 22 

9. Interpretation du premier membre de requation des lignes de 

courbure 24 

10. Theoreme de Lancret 25 

1 1 . Variations de la torsion geodesique 2- 

12. Consequences du theoriime de Lancret 29 

13. Sur les lignes de courbure des devcioppables isotropes 82 

14. Surfaces dont les lignes dc courbure sont planes 33 

15. Surfaces dont les plans des lignes dc courbure de chaque systeme 

sont paralleles k deux droites fixes 36 

IC. Surfaces dont les lignes de courbure d'un systeme sont situees 

dans des plans paralleles ^o 

17. Sur les enveloppes dc spheres 42 

18. Surfaces canaux 43 

19. Sur la cjclide de Dupin 45 

20. Trajectoires orthogonales d'un plan mobile 4g 

21 . Etude des lignes asymptotiques 5o 

22. Lignes asymptotiques des surfaces du second ordre 62 

23. Des lignes geodesiques 53 

2i. Proprictes des lignes gc^odesiques 56 

25. Lignes de niveau et de pente 61 

Exercices et Notes ' 62 



336 TABLE DKS MATlliRES. 

CHAPITRE II. 
Gdomdtrie sphdrique. 

Pages. 

1. Coordonnees sph^riques 65 

2. Th(5oric dcs tangentes 67 

,'J. De la courbc polairc 68 

4. Courbure el developpces 69 

5. De I'indicatrice spheriquc 71 

(). Th^orcmes de M. O. Bonnet el Jacobi 72 

7. Theorie des images de Gauss 78 

8. Sur les images des lignes de courbure 76 

9. Lignes d'unc surface dont les images sonl les generatrices de la 

sphere 78 

10. Digression sur une propriete des cercles orlhogonaux 80 

1 1. Surfaces dont loutes les lignes de courbure sont planes 82 

Kxercices el Notes 83 



CHAPITRE III. 
Des coordonndes cunrilignes sur une surface. 

1. l*ri''liniinaires 85 

2. Coordonnees curvilignes dans le plan 86 

.'}. Coordonnees curvilignes d'un point sur une surface 90 

i. Sur les cosinus directeurs de la normale q'j 

0. Des syslemes de coordonnees les plus simples q5 

(). Applications g- 

7. Hayou de courbure d'une section normale gg 

8. Tlieoremc de Gauss loi 

•J. Equation des lignes de courbure, des lignes conjuguees et des 

lignes asymptotiques io3 

10. Sur une forme remarquable des Equations des lignes de courbure. . 108 

1 1 . Lignes bissectrices no 

12. Equations des lignes geodesiques en coordonnees curvilignes m 

13. Coordonnees de Gauss. Polygones geodesiques 1 13 

14. Sur rintegralion des equations des lignes geodesiques 116 

15. Etude d'une surface remarquable ,21 

10. Sur une classe particuliere de geodesiques 120 

17. Courbes harmoniques 126 

18. Composantes de la courbure ,27 

19. Sur la courbure tangentiellc ou geodesique 128 

20. Courbures langentielles en coordonnees curvilignes i3i 

21. Nouvelle expression de la courbure geodesique i34 

22. Theoremes de M. O. Bonnet ,35 



TABLE DES 3IATlfeRES. SJy 

23. Theoreme de Lam^ 

24. Courbure normale et courbure propre 

25. Torsion g^odesique 

26. Des surfaces applicables 

27. M^thode pour rechercher des surfaces applicables les unes sur les 

autres 

28. Etude du cas oii la courbure est constante 

29. Quelques proprict^s des surfaces k courbure constante 

30. Surfaces applicables sur le plan 

31. Theoreme de Bour 

32. Sur la construction des cartes. Conservation- des angles 

32. Projection st^reographique 

33. Conservation des aires 

34. De la perimorphie 

Formules fondamentales 

35. Second groupe de formules 

36. Interpretation des quantit^s P,, Q,, R,, P^, Q,, R^ 

37. Troisieme groupe de formules 

38. Recherches, k I'aidc de la perimorphie, des surfaces applicables 

sur une surface donn(^p 

Exercices et Notes 



3- 

38 

i1 



33 

5y 

63 
65 
66 
67 
67 

-A 



"fi 



79 



CHAPITRE IV. 
Des coordonndes curvilignes dans Tespace. 

1. Preliminaires 181 

2. Transformation des coordonn^es 182 

3. Systemes orthogonaux. Transformation i83 

4. Calcul des derivees secondes des coordonnees k I'aide des d^rivees 

premieres de L, M, N 186 

5. Interpretation de L, M, N et de leurs d^riv^es 189 

6. Theoreme de Dupin 191 

7. Conditions pour que deux families de surfaces fassent partie d*un 

systeme orthogonal 198 

8. Conditions pour qu'une famille de surfaces fasse partie d'un sys- 

teme orthogonal. Th^or^me de M. O. Bonnet 196 

9. Theoremes de M. Maurice Levy 197 

10. Formules de Lame 200 

1 1 . Recherche des systemes orthogonaux 208 

12. Coordonnees elliptiques. Lignes de courbure de rellipsol'de 204 

13. Calcul de divers ^l^ments des surfaces du systeme elliptique 2o5 

14. Discussion des equations des lignes de courbure de I'ellipso'ide .. 208 

15. Lieu des centres de courbure principaux de I'ellipsoVde 209 

16. Lignes de courbure de la surface podaire de rellipsol'de par rap- 

port au centre 210 

L. — Traite d' Analyse, VII. 22 



338 TABLE DES SATltEBS. 



; 



Pages 

17. Ligoes geodesiques de rellipsolde »i 

18. CoordoDoees paraboliqoes. Lignes de coorbore des parabololdes. . 21S 

19. Ligoes geodesiques du paraboloide 216 

20. Sor la transformation par rayons Tecteurs reciproqoes 217 

2! . Des anallagmatiques de M. Mootard 3^0 

22. Equations des anallagmatiques 231 

23. Anallagmatiques du quatrieme degre homofocales 214 

24. Du systeme triple forme d^anallagmatiques homofocales 33ft 

25. Quelques anallagmatiques remarquables 239 

26. Application des coordonnees currilignes 4 la recherche des sur- 

faces et des volumes a5o 

Excrcices et Notes 2^ 



CHAPITRE V. 
Throne des surfaces ganches. 

1. Preliminaires 237 

2. Propri«.-les du plan tangent 343 

3. Paraboloide de raccordement 244 

4. C6nes et cylindres circonscrits 345 

5. Surfaces reglees a plan direcleur 346 

6. Symptdraes auxquels on reconnait qu'une surface est reglee 246 

7. Lignes de striction des surfaces du second ordre 249 

8. Etude des ligoes tracees sur les surfaces gauches 25o 

9. Sur quelques surfaces gauches applicables les unes sur les autres. . 253 

10. Theoreme de M. O. Bonnet 255 

11. Lignes geodesiques des surfaces gauches 258 

12. Ligoes asymptotiques 259 

13. Courbure des surfaces gauches. Ligoes de courbure constante 265 , 

14. Des surfaces gauches dont les generatrices sont les normales I 

principales d'une courbe gauche 266 

15. Des surfaces gauches dont les generatrices sont les binormales 

d'une courbe 268 

16. Theoreme de M. Bertrand ... 268 

17. Surfaces gauches, lieux des axes de glissement 272 

18. Des normalies 2^4 

Exercices et Notes 277 

CHAPITRE VI. 
La gdom^trie des lignes droites. 

1. Les complexes 2-9 

2. Des congruences ou des faisceaux 381 

3. Complexes du premier degre 382 



TABLE DES MATI^RES. 889 

4. Diam^tres et axe d'un complexe du premier degr6 283 

5. Classification des complexes du premier degr^ 286 

6. Congruence du premier degre 287 

7. Complexes du second degre 288 

8. Des congruences en general. Foyers 292 

9. Points principaux 296 

10. Generations singulieres 3o2 

1 1 . Congruences harmoniques 3o4 

12. Du faisceau des normales k une surface 307 

13. Quelques surfaces ei^mentaires du faisceau des normales k une 

surface 3i i 

14. Th^oreme de Dupin 3i2 

15. Congruences isotropes 3i4 

16. Retour k la m^thode de Pliicker 3i8 

Surfaces gauches 32o 

17. Congruences 32 1 

18. Complexes 324 

19. Application de la theorie des complexes k Tint^gration des Equa- 

tions aux deriv6es partielles 329 

20. Note historique sur la theorie des droites 332 

Exercices et Notes 333 

Conclusion 333 

Table des matieres du Tome VII 335 

t 



FIN DE LA TABLE DU TOME SEPTIEMB. 



\ 



\ 



ERRATA. 



Pages. 


LigQes. 


8 


5 


12 


16 


i4 


i5 

1 


i5 


16-18 


20 


25,27 


0.0 


29 


21 


2 


21 


1 1 


37 


16 


37 


26 


38 


8 


4' 


II 


59 


2i 


lOl 


9> »« 


102 


i3,i8 


102 


14,19 


119 


5 


121 


9 


124 


9 


1 33 


25 


i/|8 


10 


168 


16 


,73 


n 



Ah lieu de 




{\-y)dy 




pq dz 




dx 




dx dy 


dz 


A f. 


/, 


/n«f^--/n dy-\-f,,dz 


• • • 


(^a-^r.) 




— v'C — (^'-Hr') 





[ 



(P- »7) 
I 

Is 

1 - X -h. . . 

M 

d'x 

! ^ 

2 d\ 

^_ i ^ 
<^X 2 dpi 

rfA: . . . 



=/ 



v^ 



I -- V 

2 

(p. 101) 



Lv/M 



dy 
dx dy dk 

f,,dx-hf,,dy-{-f^^dz 

- ^ )/c-(,x^ + y^) 
c 

4 

(p. i5) 
I 



[ 



N{l-r-p') 



sl 



/'J 



O = J7 -I- . . . 

nt 

d^x 

dR _ 11 dM 

dpi 2 dx 

2 dpi 
rfA:.. 



-/ 



I— i>« 

2 

(p. 100) 

c 
— I 

L v'M 



ERRATA 



Pages. 


Lignes. 


8 


5 


12 


i6 


'4 


13 


i5 


16-18 


20 


25, 27 


20 


39 


21 


2 


21 


1 I 


37 


16 


37 


26 


38 


8 


4i 


II 


59 


24 


lOI 


9. ■" 



102 i3, 18 



102 

>«9 
121 



,73 



'4, »9 
5 

9 



I3/| 


9 


1 33 


25 


i/»8 


10 


168 


16 







v/f< /leu ^e 










{\~y)dy 










pq dz 










dx 








dx 


dy 




dz 




/. 


f. 




/. 


/„ 


dx -1- 


-A dy-\-f,. 


rf2 


• ■ • 



— V/C — (^'-H^M 



(P- '7) 



[ 



8 

1 -— X -h. . . 

M 

d^x 

1 ^ 

2 dX 

^ _ i ^ 
(^X 2 dfji 



=/ 



\/ 



I — v» 

2 

(p. 101) 



Lv/M 



/?^ dx 
dy 
dx 

f. 

/„dx+f„dy+f,,dz 



dy 
f. 



[ 



X' 

c 

4 

(p. i5) 
I 

~8 
rd\' -kdX 



y') 



si 



\/' 



] 



0= a? -1. . . 
m 

d^x 

^ __ I dM 

dik 2 d^ 

I m 

2 d\k 



=-/ 



dk,. 



I— V* 

2 
(p. 100) 

c 
— I 

Ly/M 





342 


ERRATA. 


Pages. 


Lignes. 


j4ii lieu de 

/B 


i85 


i4 


V/bc 


'99 


3i 


V — const. 


207 


'7 




Q08 


19,20 


w 1 


2l5 


/ 


~^>»cos»r^— 6»sin»/'^ 


220 


6 


2 A-'';; 


223 


20 


cercle 


233 


5 


<M 


233 


10 


(^>»-hc») 


233 


12 


(^>« — c«)a»X 


233 


i3 


r ~i' 
XjjL • • • ( jjL — \y 


233 


16 


^{xeA (/[I. . . 


234 


2 


dCkd^ 


241 


23 


ou 


243 


II 


au plan central 0. 


253 


23 


(p. 44) 


282 


23 


D(;'-^) 


296 


21 


dy dz 



Lisez 




— b* COS* i — b* sin' i 

2kz 

centre 

2 (2 fois) 

(*» — c» I 



[• -yCH^ 



n 



d\ d^L. . . 

d\d\i.{\i. — X ) 

od 

au point central O. 

(p. i45) 

dy dz 



1B932 Paris. - Imprimerie GAUTHIER-VILLARS £T FILS, qaai des Grands-Aagaslins. 85 



\ 



ERRATA 



p»«. 


Li^nes. 




Ah lieu de 






* 


5 




{^-y)dy 




la 


16 




pq dz 




A 


i5 




dx 








1 ^/j; 


dy 


c/.3 




i5 


16-18 


1 ^■ 


L 


/, 








f,Ax- 


-/,. dy-\-f,,dz 


• ■ • 




20 


25,27 
29 


— 


(^.-^-rJ 




20 


- V C — (^'-i-y^) 




21 


2 




C 




21 


1 1 




(P- '7) 




J7 


16 




I 




37 


26 




N(i-/>0 




38 


8 








4i 


1 1 




I - a? H- . . . 




59 


24 




M 




10 1 


9»»« 








102 


i3,i8 




1 dL 

2 dX 




102 


i4»i9 




dK I dL 

dX 2 d{x 




'>9 


5 




+ (H-) 




121 


9 




rdk.,. 
J si 




134 


9 




I — v» 




2 




1 33 


20 




(p. 101) 




148 


10 




M'+'« 




168 


16 




c" 




,73 


1 
/ 




I 




r /■»"*■ 





Lisez 



{Y-y)dq 
pq dx 
dy 
dx 



fudx-^f^^dy-\-f^^dz .. 



/a ^ 



c 

4 

(p. i5) 

I 
~g 



[ 



N(i-h/?») 



/ 



\/ 



0-=^ X ~\- . . . 
m 
d'x 



dR _ _i ^ 
d[x 2 dk 

1 ^ 

2 d(X 



-/ 



I— V* 

2 

(p. 100) 

c 
— I 

L v'M 





342 


ERRATA. 


Page*. 


LiBoei. 


j4h lien de 


i85 


i4 


Vm 


"99 


3i 


V = const. 


307 


'7 


/ 


308 


19,30 


(>^) 1 


3l5 


7 


— b' COS' i' — b* sin' C' 


330 


6 


ik'z 


333 


30 


cercle 


333 


5 


z 


333 


10 


{b'-hC) 


333 


13 


{b*^c*)a*'k 


333 


i3 


Xjx ... '(fi-X)» 


333 


16 


XfxflTX d\i. . . 


334 


3 


cTk d[i 


341 


33 


ou 


34s» 


II 


au plan central 0. 


353 


33 


(p. 44) 


383 


23 


D(;'-5) 


396 


31 


dy dz 




— 6* COS* i — b* sin* i 

ikz 

centre 

2 (2 fois) 

(6* — c*; 

(6*— c*)a»(X — ji)X 



[•••]'(H^- 



X)' 



eA d^ 

CA <^(X ( (1 — X ) 

06 

au point central O. 

(p. 145 ) 

D(5'-E) 



1S932 Paris. — Imprimerie GAUTHIER-VILLARS ET FILS, quai del Grands-Augoslins. 55. 



Unix 




3 bios 005 030 557 



vSOC 

V.7 



Stanford University Libraries 
Stanf ordy California 



Retain tUi book on or bof oro dato duo. 



